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1. INTRODUCCION

; Ciencia en general se.puede definir como el conjunto de mé-
todos y précticas de pensar a través de las cuales se adquieren
.iconocimientos de un tipo determinado (Kesteven, 1973).

Como tal, hace uso de la 16gica mediante la cual se logra or
ganizar programas de observacidn y experimentacibn, ordenacidn de

eridencias, andlisis de resultados y alcanza finalmente conclusio

nes sobre cuanto se ha observado.

Por analogia, ciencia de las pesquefias puede definirse como
el conjunto de métodos y précticas de pensar a través de las cua-
l2s se adquieren conocimientos relacionados con las estructuras,
dinfmicas e interacciones que existen entre el h&bitat, las pobla

ciones de animales acudticos y el hombre.

De esta manera, ciencia de las pesquerias comprende ciencias
rarticulares que estudian subsistemas dentro del sistema general

de una pesqueria.

Estas ciencias particulares son aquéllas que tienen relacién
con el estudio de los recursos acudticos renovables, las tecnolo-
yfas empleadas en su extraccibn y transformacidén y las economias

¢ue rigen al sistema generalizado.



Biologfa pesquera es la rama de la ciencia de las pesquerfias
concerniente con el estudio de los recursos acuiticos vivientes
uti;izados por el hombre. De tal manera incluye desde estudios
taxondémicos dirigidos a la identificacidn y ciasificacién de ani-
males y plantas acu&tlcas, hasta medir 1las caracteristlcas dind-
micas de las poblac1ones, mediante estudios de distribucidn, ci-

clos vitales, comportamientos, crecimiento, mortalidades, reclu-

tamientos, produccidn, etcétera.

Din&mica de poblaciones es aquella parte de la biologia pes-
quera que estudia a una poblacién como una unidad viviente o como
un sistema funcional. En ciencias fisicas,'dinémica es el estu-
dio del comportamiento de los cuerpos bajo la accidn de fuerzas
que producen cambios de movimiento en ellos. Por analogia, el
‘término dindmica de poblaciones se aplica al estudic de cambios
en nlmero de individuos de una poblacién y de los factores que in
.fluencian estos cambios. Incluye el estudio de tasas de pérdida
{mértalidad) Yy reemplazo (natalidad) de individuos y de cualquier
proceso regulatorio que tienda a mantener el nfimero de individucs
en un nivel aproximado de equilibrio. Su objetivo es entender el
estado actual de las poblaciones acuiticas y predecir los cambios

que ocurren naturalmente o inducidos por el hombre.

Evaluacidn de recursos se puede definir como la aplicacidn
de los métodos de dindmica de poblacicnes a efectivos. que son ex-

. plotados por el hombre. En una forma m&s restringida, se identi-



fica con la determinacidn de los niveles de abundancia, tanto en
nfimero como en biomasa, de individuos que componen los diferen-

tes grupos de edades de que esti compuesto un efectivo.

De lo anterior se desprende que los principios de adminis-
tracidn biolégica de toda pesquerfa se basan en estudios scbre
la dindmica de las poblaciones involucradas en la misma. Esto
significa controlar la produccidn pesquera mediante el conoci-
miento y manipulacidn de ﬁiveles de abundéncia de ias poblacio-
nes y las tasas_de explotacidn que se ejercen sobre cada una’ de

ellas.

Bajo estos conceptos, el papel del bidlogo pesquero es pro-
porcionar los conocimientos cientificos necesarios para una ade-
ciada y correcta toma de decisiones por parte de guienes son res

ponsables de la administracién de las pesquerfas.

En lo que sigue se presentan conceptos y metodologfas de
andlisis utilizadas en din&mica de poblaciones, conducentes a la

administracién biolbgica de los recursos acuidticos renovables.

2. SISTEMA POBLACIONAL

Un sistema es un conjunto de entidades o componentes inte-
ractivos entre los cuales fluye informacidn o material. Como

tal, el Gnico sistema generalizado es el universo. Sin embargo,



debido a la complejidad de este sistema se deben generar sistemas
especificos bien definidos que en realidad no son mis que subsis-
temas de aquel universal. Estos subsistemas especificos necesa-
riamente deben ser limitados para ser manejados en forma realista
Y por lo tanto no pasan de ser abstracciones de la realidad v pof
tanto dentro de un marco razonable son artificiés de la imagina-
cidén. Por ende, el éxito o fracaso de la contribucién producto
del andlisis de un sistema dependeré, obviamente, de la correcta

definicién e interpretacién de los componentes de dicho sistema.

Un sistema cuenta con propiedades que lo definen. Asi, su
interrelacidén con otros sistemas la realiza seglin las entradas
(producto de otros sistemas) v salidas (nproducto del sistema

£

mismo) .

El sistemé en si cuenta con sus propios recursos, su medio y
Sus mecanismos de control. Los recursos del sistema son agquellos
componentes que pueden ser modificados vor el sistema mismo,
mientras el medio lo forman aguellos componentes que no oueden

ser modificados por el sistema,

En la Figura 2,1 se presenta un sistema poblacional genera-
lizado, Para los objetivos de investigacidn especifica de cual-
quiera de los componentes del sistema se debe considerar gue di-
cho componente puede ser considerado como otro sistema, especifi-

co con referencia a uno mis general como es el voblacional.
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Los modelos aplicados en los estudios de poblaciones de es-
pecies acudticas explotables tienen como objetivo establecer las
posibles caracteristicas dindmicas de un sistema poblacional, de
forma tal de hacer un uso correcto de los recursos por el hombre.
De esta forma, uno de los problemas bisicos es la buena defini-
cidén de la unidad de poblacidn, o una unidad correcta de adminis
tracidén o stock, que forma la base del sistema que deber& anali-

zarse,

Los criterios que definen poblacidn y/o stock (o efectivo)
son amplios y no siempre existe un acuerdo un&nime con respecto
a éstos. A continuacifn se dan varias definiciones que pueden

ser conceptualmente ftiles.
Unidad de stock o efectivo puede definirse como:

2.1 Un grupo de peces o animales acudticos que pueden ser trata
dos como una unidad para propbsitos de su administracién.

Este es un concepto netamente operacional (Royce, 1972).

2.2 Un grupo autdnomo y'autorregenerativo de peces o animalies
acudtices, sin mezclas externas y dentro del cual las ca-
racteristicas biolégicas y efectos de explotacidn son uni-

formes.

2.3 Un grupo de peces o animales acudticos cuyos adultos retor-

nan siempre al mismo lugar durante la &poca de reproduccibn



Yy en los cuales ldas estadisticas vitales de reclutamiento,

crecimiento y mortalidad son homog&neos.

2.4 Un grupo de peces o animales acudticos capaces de soportar
una explotacidn o administracién independiente y que con-

tiene el méximo posible de una unidad reproductora o el

minimo posible de unidades reproductoras aisladas.

2.5 Una poblacién de peces, de una o varias especies, gue ocupa
un 4rea particular y vive independientemente de otras pobla
ciones de esa o esas especies, de hodo que el resultado to-
tal de las migraciones es nulo o insignificante (inmigracidn
= emigracidn) comparado con las tasas de mortalidad Y repro-

duccidn que tienen lugar en el propio stock.

2.6 Stock, como definicién ideal, es aquél formado por una sola
poblacidén que se reproduce por si misma y que es capaz de

soportar una explotacidn.

Poblacidn es la unidad bioldgica misma y probablemente nun-
ca podréd ser descrita completamente. Asf las especies forman va-

rias poblaciones locales como unidades bioldgicas.
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3. EDAD Y CRECIMIENTO i 8"

Determinar correctamente la edad de aniﬁales*acuéticos es
una de las tareas mds importantes en biologia pesquera ? en ge
neral en la ciencia de las pesquerias. En casi todos los estu
dios bioldgicos de peces, moluscos y crustdceos se debe recu-
rrir a esta capécidad, a tal punto que, la determinacidn de la.
edad es una parte central de todo trabajo de investigacidn di-

rigido hacia la explotacidn racional de los recursos pesqueros.

La importancia asignada a }a determinacidn de edades deri
va del hecho de que mediante ella ‘se llega a definir la longe-
vidad de las especies, identificar las clases anuales que com-
ponen un efectivo, determinar la edad dé primera madurez y de
reclutamiento. Conjuntamente con informacidn sobre longitudes
Yy pesos se logra determinar el crecimiento y con éstos, a tra-
vés de un formulacidn mateﬁética adecuada, determinar las ganan
. cias de biomasas utilizables (o produccidn) bajo diversos esque
' mas de explotacidn. Esta misma informacidn permite determinar

la composicién de edades de un efectivo a partir de las cuales

gse pueden estimar las tasas de mortalidad.



En estas circunstancias no es dificil imaginar gque hayan
sido los estudios sobre crecimiento los que primero se encuen
tran registrados en la historia de la biologia pesquera. En

efecto, Ricker (1975) en la pdgina 203 cita:

El primer registro conocido sobre determinaciones
confiables de edad en peces pertenece al clérigo sueco
Hans Hederstrom (1959, versidn original 1759). Median
te el conteodeanillos en vértebras obtuvo la edad del
pike (Exos lucius) y de otras especies, y sus tasas de
crecimiento son similares a estimados modernos. Sin -
-embargo, el arte de la determinacidn de edad tuvo que
ser redescubierto hacia fines del siglo XIX y la histo
ria de este periodo ha sido revisada por Maier (1906),
Damas (1909) y otros. Durante aquel periodo el primer
método aplicadc fue el de frecuencia de longitudes de-
sarrollado por C.G.J. Petersen (1892). Escamas fueron
utilizadas por primera vez para lectura de edades por
Hoffbauer (1898); otolitos por Reibisch (1899) y varios
otros huesos por Heincke (1905)....

3.1 METODOS DE DETERMINACION DE EDAD

3.1.1 Métodos directos, —
Los métodos directos de determinacidn de edad estdn rela-
. -4
cionados con la observacidn directa de déscontinuidades del cre
cimiento en estructuras esqueléticas como products de cambios en
el metabolismo de los individuos, y su correlacidn con el tiempon

en gque ocurrieron.

De las estructuras esqueléticas, las mds usadas para la



determinacidn de la edad en peces han sido las escamas, otolitos,
opérculos, espinas y vértebras. Dentro de éstas, las mds univer-
salmente utilizadas son las eécamas y otolitos por su facilidad
de extraccidn y preparacidn para las lecturas de edades.
3.1.1.1 Escamas
La piel de los peces estd compuesta de dos capas (Figura

3.1.1), una externa o epidermis y una interna denominada dermis

0 corium. La epidermis esta formaéa por células humectantes pla
nas, las cuales se multiplican en las zonas mds profundas de la

epidermis para reemplazar a aguéllas desgastadas, Y para el cre-

cimiento.
células escama gldndula bordes osifica%os £anééé§g;
: ) e a
pignentarias mucosa S

(cromatdéforos) ) )
’ epidermis

dermis

dermis 4.J tejido conec-
_»tivo fibroso
cromatdforo
tejido subcu-
taneo

~misculo

vVaso
sanguineo

Figura 3.1.1 Seccidn de la piel de un pez, mostrando la posicidn
de insercidn de las escamas.
(desde Lagler et. al, 1967)



La dermis contiene vasos sanguineos, nervios, érganos sen-
soriales cuté@neos y tejido conectivo. La dermis juega un papel
principal en la formacibén de escamas. De esta forma las escamas

son apéndices especiales de la piel.

Las escamas pueden ser clasificadas segin su forma o segin

£

su estructura.
Seglin su morfologia externa &stas pueden ser:

e Placoides, que como su nombre lo indica son nlacas con una
clispide central. Son comunes entre los tiburones (Elasmo-

branquios). Figura 3.1.2.a

= Romboides, son en forma de diamantes y comunes entre los

esturiones. Figura 3.1,2.b

o Ctenoides, tienen forma de discos con el borde posterior

dentado. Figura 3,1.2.c

- Cicloides, tienen forma de discos con bordes suaves, delga-

das y fundamentalmente circulares. Figura 3.1.2.d

Las escamas cicloides se encuentran en la mayoria de los pe-
ces con rayos blandos en sus aletas, mientras que las ctenoides
caracterizan casi universalmente a los peces con esvinas en las

aletas,



a. placoide

Figura 3.1.2 Clasificacidn de escamas segin su forma externa,
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Figura 3.1.3 Escamas de bordes- o anillos osificados de tipos
‘ctenoidea y cicloidea.



Segin su estructura las escamas pueden ser de dos tipos:
placoides y no placoides.

Las placoides, también llamadas denticulos dermales, tienen
una capa ectodermal formada vor una substancia tipo enamel lla-
mada vitrodentina. Bajo ésta se encuentra ﬁn cuerpo de dentina
con una cavidad vara la pulpa, Cada escama tiene una placa ba-
sal en forma de disco en la dermis con una clspide provectada ha
cia afuera a través de la epidermis, Este tipo de escamas, como
se menciond® anteriormente, ocurren entre los tiburones y sus re-

lativos.

Las escamas no placoides pueden ser cosmoides, ganoides y
con bordes osificados. De todas éstas, las mids importantes son
las con bordes osificados ya que caracterizan a la mayoria de
‘los peces con escamas, tanto cicloides como ctenoid:s (Figura
3.1,3). Las escamas con bordes osificados son delgadas, trans-
lGcidas carentes de capas densas de dentina y enamel. La suver
ficie externa de las escamas se caracteriza por mostrar bordes
osificados alternadamente con depresiones. La pafte interna es
td compuesta de capas de tejido conectivo fibréso cruzado. El
crecimiento de estas escamas es tanto en la superficie externa
como en la interna. En la mavoria de este tipo de escamas se

reconoce una zona central llamada foco. Esta zona es la primera



en desarrollarse en la dermis mediante una agregacidn de células.
El inicio de estas agregaciones difiere con las especies de pe-
ces pero normalmente ocurre cuando los individuos tienen mds o
menos 25 mm de longitud. Posteriormente a la formacidn del foco
los circulos se depositan sobre la superficie deala escama en
relacidn con el. crecimiento. Cambios en el patrdn de crecimien
to individual se reflejan en la forma y distribucidn de estos
circulos. Asi en zonas temperadas la depo;icién de los circu-
los sufre cambios anuales estacicnales que guedan marcados en las
escamas como bandas anuales. La parte mas profunda de la escama,

denominada ccino placa basal, estd constituida por bandas sucesi-

.vas de fibras paralelas.

Las escamas por encontrarse en un repliegue de la piel cuen
tan con una parte externa y otra interna. La externa normalmen-
te se encuentra desgastada por la abrasidn con el medio y por
esto que se hace dificil la interpretacidn de las zonas de cre-
cimiento en ella. Por el contrario, por estar protegida la pox
cién interna presenta los circulos y estrias en forma mucho més

clara (Figura 3.1. 3).

‘.l.l.l.l Obtencidn de muestras de escamas y su observacidn

Normalmente las mejores escamas para realizar determinaciones



de edad son aquellas gréndes y simétricas. Estas escamas se en-
cuentran, relativas a su tamafio, en la regién central y lateral
del cuerpo de un pez, més especificamente en la regidn posterior
Ial opérculo y entre las aletas pectorales y el dorso. Debido a
las diferencias en el tamafio de las escamas en diferentes partes
del cuerpo, se deberén colectar muestras de una misma regibn pa-
ra mantener una relacidn de comparacibn en los estudios de cre-

cimiento.

Se deberdn colectar por lo menos diez escamas de cada pez,
puesto que en dicha muestra pueden aparecer escamas regeneradas,
ademds de contar con variaciones morfolbgicas que crean diferen-

cias en la identificacibn de marcas anuales.

Durante el procesn de extraccibn se debe poner esvecial cui
dado de no ejercer demasiada presidn entre las pinzas y sobre la

-

escama de modo que ésta se pudiera estropear.

Las escamas en general no necesitan mayor tratamiento para
su conservacidn excepto el limpiarlas adecuadamente. Para la
determinacién de la edad es conveniente scstenerlas entre dos
portaobjetos de forma tal de evitar que se curven y vor lo tan-

‘to distorsionen la imagen durante su obsexrvacidn,

; En general para la determinacidén de la edad, las escamas se

¥

]
_kobservar con luz reflejada bajo un microscopio con poco aumento.



Una forma mds prdctica y eficiente de observar las escamas es
mediante el uso de un microproyector. Este dltimo facilita no

tan sélo la observacién sino que permite analizar escamas. entre

dos o mas observadores.

para mayores detalles con referencia a las técnicas de co-
leccidn, montaje y observacidn de escamas, refiérase al material

anexo sacado del Manual de ciencia pesquera, Parte 2, Métodos pa

ra investigar los recursos y su aplicacidén, por M.J. Holden y
D.F.S. Raitt, Capitulo 4, Documentos técnicos de la FAO sobre la

-

pesca, No. 115, Revisidn 1.

E}.l.l.2. Otolitos
Los otclitos en los peccs son parte del osido interno o la-
beri nto. cCada uno de los dos laberintos se encuentran préximos al
cerebro y protegidos por los huesos craneales. Anatdmicamente,
los laberintos estin compuestos de dos parte, una superior, que
comprende tres canales semicirculares y una cdmara de otolitos
llamada utriculo, y una inferior consistente de dos cdmaras de

? otolitos denomin:idas sacculus y lagena (Figura 3.1.4 a y Db).

Los otolitos alojados en cada una de las cdmaras se denocminan:
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Figura 3.1.4 o0ido interno (laberinto) y su posicidn anatdmica
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Otolito o Cédmara
lapidus utriculo
sagitta ‘ sacculus
asteriscus lagena

El laberinto es membranoso y estd relleno de un liquido

denominado endolinfo. Exteriormente el laberinto estd rodeado

de huesos craneales, perilinfo y tejido conectivo.

En algunos teleosteos el laberintc estd conectado con la ve-
jiga natatoria a través de una fina cadena de huesecillos llam2dos
weberianos. Cambios en el volumen de la vejiga natatoria producen
movimientos en el aparato weberiano de manera tal que estos movi-
mientos producen cambios de presién; los cuales se transmiten a
través del perilinfo hasta las células sensoriales en la parte in-
' ferior del laberinto, el cual de esta forma capta los sonidos por

este medio vibracional.

) En elasmobranguios, los otolitos son granulares y existe una
~ e . » -
“ponexidn entre el laberintos y el exterior a través del canal endd

linfatico.

l' Los teleosteos difieren de otros vertebrades por el enorme-
v
?!amaﬁo tanto de los otolitos como del laberinto relativo al za-

mafio del cuerpo. Los tamafios relativos de los tres pares de oto-

i1itos son también altamente variables. De estos tres, normalmente



'la sagitta es el otolito de mayor tamafio, v por esta razdn es

el que siempre se utiliza en la determinacidn de la edad.

Los otolitos estdn envueltos en una membrana, la cual los
mantiene en posicidn y en contacto con la mdcula acdstica que es
un drea sensorial con terminales nerviosas gue envian los impul-

sos auditivos al nervio auditivo (Figura 3.1.5).

Entre las funciones del laberinto se encﬁentran: el mante-
‘nimiento y regulacidn del tono muscular y la recepcidn de esti-’
mulos debidos a aceleraciones angulares, gravedad y sonidos. E1
par superior y el utriculo son responsables de las respuestas de
posicionamiento debido a aceleraciones angulares y e gravedad.
Al mismo tiempo debe contribuir al mantenimiento del tono muscu-

lar. El par inferior comprendido por el sacculus y lagena, estdn

relacionados principalmente con la recepcién del sonido.

La forma de los otolitos varia de acuerdo a los géneros y aun
especies, desconociéndose los factores genéticos gue gobiernan su

desarrollo y crecimiento.

Los otolitos estdn hechos de material inorgdnico compuesto
principalmente de carbonato de calcio en la forma de cristales de

, aragonita y entrelazados por una matriz orgdnica.
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Pigura 3.1.5 Posicidn de la sagitta con respecto a la
maculza acustica y el nervio auditivo.

En 1908 Immerman estudid la estrﬁctura microscépica de los
otolitos de la platija mostrando Que éstos estaban compuestos de
constituyentes cristalinos inorgdnicos y un constituyente fibro-

. 80 orgédnico. Maier (1908) describid en forma similar otolitos de
ibacalao. Hickling (1931) describid la estructura microscdpica de
}los otolitos de la merluza. Irie (1955, 1960); y Dagens, Denser
?y Haedrich (1969) han demostrado que éragonita es la Gnica forma
4

t de carbonato de calcio que se encuentra en los otolitos de més de

.25 especies de peces teleosteos. La materia orgénica encontrada

}ue denominada por los filtimos autores como otolina, una protei-

#a relacionada con la keratina y col&geno.



i.,113 Opérculos y otros huesos

P Otras partes duras las cuales por su forma de crecimiento
dejan marcas de discontinuidades del proceso metabdlicce que su-
fre el organismo de un individuo a través del tiempo son los
huesos operculares, las espinas y las vértebras.

El opercular es uno de la serie de huesos operculares que
componen la tapa o cubierta de las branquias y los cuales dan
forma a los costados laterales de la cabeza. En la figura 3.1.6a
se aprecia el tamafo relativo del opercular siendo éste el més

grande de la serie de huesos extendiéndose hasta el extremo pos-

terior de la cabeza.

El crecimiento en estos huesos ocurre en forma radial hacia
las zonas posteriores quedando grabadas agui las zonas de creci-
miento r&pido y las lineas que representan disminucidn del meta-
bolismo en alguna época del aho. Estas se pueden apreciar en

cuanto a su posicidn en la misma figura.

Las espinas y rayos de las aletas tienen una funcidon de so-
porte. Los rayos son tipicamente segmentados, a menudo ramifica-
dos y siempre biseriados, &sto es, con dos componentes laterales
unides en una linea media. Debido a esta constitucién, los rayws
no son muy aptos para la determinacidn de edades. Las espinas
por el contrario son generalmente no segmentadas y representan
estructuras uniserradas. Mediante desgastes laterales es posible

observar marcas de crecimiento en las espinas (Ficura 3.1.6b).
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Las vértebras son partes de la espina dorsal en donde el
. centrum crece en forma radial depositando marcas en funcidn de
cambios en el metabolismo a través del tiempo. En la figura
3.1.6c, se puede apreciar la posicidén de las zonas de crecimiento
y los anillos de disminucibdn del metabolismo.

En general el uso tanto de opérculos, como de espinas y vér-
tebras estd restringido a aquellas especies de peces cuyas esca-
mas son pequefias o inexistentes o sus otolitos no son adecvados
parz la determinacidn de edad. En general su uso e5 restringido
debido a lo laborioso del proceso de coleccidn de muestras Yy a su
preparacidn, a veces muy elaborada, antes de realizar las obser-

‘vaciones.

3.1.2. Mé&todos indirectos
Los métodos indirectgé utilizados en la determinacidn de eda
des se basan en el andlisis de agrupamientos de individuos de ta-
mafios aproximadamente similares, los gue estarian reuniendc a gru
pos anuales o cohortes. Estos agrupaﬁientos ocurren en poblacio~
nes de especies gque se reproducen estacionalmente y se caracteri-
zan por influjos regularcs de nuevos reclutas de manera que si se
‘muestrean adecuadamente revelarin una estructura de tamancs for-
* mada por un conjunto de modas que generan polig?nos dé_frecuencia
de longitudes. Estas modas son especialmente cgg;pgéﬁgé durante
lcs primeros ahos de vida, lo cual indica la ppesencia de varics
grupos de edad. Andlisis del seguimiento de modas para la deter-
minacién de la edad se les denomina Método de Petersen depido a
‘que fue este investigador quien en 1892 por primera vez describid

la utilidad de estas progresiones en los estudios de edad y cre-

cimiento.



La utilidad de este método declina con la edad, ya que por
un lado las tasas de crecimiento de los individuos mayores difie-
ren creando distribucicnes mis amplias para una misma edad que
aquéllas correspondientes a edades juveniles y po; otrd, la dismi
nucién en el proceso de crecimiento con la edad hace que las mo-
das de clases anuales diferentés se confundan la§ unas con las
otras. Aunado a io anterior se tiene una extincidn modal a con-
secuencia de la mortalidad mis acentuada en 1os grupos de edades

mayores con la cual disminuye el nfimero ‘absoluto de individuos a

estas edades.

Por filtimo, el método es de relativamente poco uso en zonas -
tropicales donde el proceso de reproduccibén es mé&s o menos cons-
tante a través del afio y con ello aportando un reclutamiento con-

tinvo que no permite distinguir clases anuales. -

Existen varias técnicas destinadas a definir mis exactanmente

cada uno de los componentes de tamafios en una secuencia polimodal.

La primera de estas técnicas, desarrollada entre otros por.
Hazen (1913), Harding (1949), Cassie (1950; 1954) y Bhattacharya
(1967), consiste en graficar las frecuencias deo lengitudes, en
forma acumulativa porcentual, sobre pap~l de probabilidad. Una
distribucién normal graficada de esta forma estd representada como
una linea recta sobre el papel. Si en la secuencia existiera mis

de una componente normal, la gr&fica sobre el papel mostrari pun-

tos de inflexidn que corresponden a los puﬁtos de mezcla de dos



de los componentes como producto de una desviacidn de la norma-

lidad. Una vez determinados los puntos de inflexién,lla primera
componente de frecuencias de tamafo se identifica antes dél pri-
mer punto de inflexidén. La segunda componente entre el primer y

segundo punto de inflexidn y asi sucesivamente.

Enseguida cada componente debe ser referido al 100% de la
distribucidn del papel. Con dicha expansidén cada componente nor
mal se verd representado por una linea recta especifica del com-
ponente. Donde estas rectas cortan a la linea que se proyecta
del punto de ordenadas del 50% corresponde al valor medio de la
componente en la abscisa puesto que dicho valor medio correspon-
de al 50% en toda distribucidn normal. La désviacién.esténdar
de la distribucidn normal de cada componente se obtiene en donde
las rectas cortan las ordenadas del 15.87% y 84.13% respectiva-

mente,

El proceso de extraccidn de cada componente desde las fre-
cuencias porcentuales acumulativas se realiza mediante la siguien

te formulacidn:

a;; = (ngy - mi_l) 100/(mi—mir_1)

donde aij = puntos de la componente i expandidos al 100% de la

escala vy que forman la recta de la componente i,
para cada valor correspondiente de las frecuencias
acumulativas porcentuales j,_(j==c1ase de longitud)

nij = frecuencia acumulativa porcentual de la clase da
tamaﬁo j de la componente i,
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m., = valor del punto de inflexidn superior de la com-
ponente i,
m,_,= valor del punto de inflexidén inferior de la com-

ponente i.

Asi para la primera componente (i=1l) el valor de mi_1==0

» »
L]

por lo que

alj = nlj (100 / my )

para el segundo componente (i=2)
824 (n2j - ml) Lloo / (’“2 B ml} :l

Cuando las componentes normales se encuentran muy proximas,
y por lo tanto con un alto grado de mezcla, se hace necesario
que el ajuste de las rectas expandidas desde los componentes se

comiencen con algunos de los Gltimos puntos (ai—l j) del com-
r

ponente anterior. Para ello se debe recurrir a una correccidn

para aquellos puntos que esté&n por debajo del punto de inflexidn

inferior de la componente, y que serdn utilizados en el ajuste.

Este ajuste se realiza como

Xi-1, 5 7 [Ai—l, j (“‘1-1 - ‘“i—z) da } o2

donde A = punto estimado sobre la recta generada por los

i-1, 3

puntos observados a;_, de la componente i-l.

v J



Los puntos X;_ 4 se tomar&n para las Gltimas frecuencias
r

3

acumulativas porcentuales j de la componente normal i-1 y seran

utilizadas para calcular valores de a, , 5 asociados hasta el
r

punto de inflexidn m, como_ puntos correspondientes a la com-

i-1’

-ponente i. En este caso

8j-1, 5 (ni—l, j 7 *i-1, j) i (‘“i - mi—l):[

Segfin la formulacién se puede apreciar que el método depen-
de en forma directa de la determinacidén subjetiva de los puntos
de inflexidn desde la gréafica de las frecuencias acumulativas
porcentuales en el‘papel de probabilidad. A veces es convenien-
te ubicar las longitudes en donde ocurren los puntos de corte en
el histograma con los datos originales, puesto que estos puntos
de corte corresponden a los puntos de inflexidén en las frecuen-

cias acumulativas vorcentuales graficadas.

Como ejémplo del uso del papel de probabilidad en la sepa-

racién de componentes normales se presenta la frecuencia de lon-

gitudes de anchoveta (Engraulis mordax) del stock surefio obteni-

das en el lance nfimero 10 del crucero nimero 6 de 1980 del Buque

de Investigacifén ALEJANDRO DFE HUMBOLDT.

En la figura 3.1.7 se han graficado las frecuencias acumvla-
tivas porcentuales. Desde la figura se pueden definir dos puntos
de inflexibn, el primero (m;] aproximadamente en 44,0% y el segun

do (m,) en 98.8%, lo que indica la presencia de dos componentes.



. -

9.9

998 9.9

93

¥

98

95

90

w

60

R

My

¥

Frecuencia Acumulativa (%)

20

10

0.5

0.2

005 ol

e & T ‘
Figura 3.1.7. . Ejemplo Anchoveta Sureiia, AH-80-06.
3 \
¥
o \‘
— T ¥ ‘\ -
~ i 1 3 \ v
i} 'x\
1".
i X
Y
Y \‘
\‘I -
1 Y
|} A
= =
1 X
i 1= t
—_— 1 - !
=t . = ;
s i by o == =
'. g o
175
= L
1
H
I :
: \
\
L}
1
W95 93BG B3 7Y 73 6 58

CLASE MEDIA RANGO LONGITUD (mm

G.01

52,3



!
’
:

= 30 =

FRECUENCIA DE LONGITUDES DE ANCHOVETA (Engraulis mordax) DEL

STOCK SURENO OBTENIDAS EN UNA

{GGETIS EN EL LANCE NUMERO 10

DEL CRUCERO NUMERO 6 DE 1980 DEL B/I ALEJANDRO DE HUMBOLDT.

CLASE MEDIA | FRECUENCIA | FRECUENCIA % FRECUENCIA COMPONENTES
DE %gﬁ?ITUD = e : ACUMULATIVA ACUMULATIYA a1j aZj
- 27 8.0 27 8.0 18.2
53 65 19.3 92 27.3 62.1
58 39 11.6 131 38.9 88.4
63 14 4.2 145 43.0 9% i
68 11 3.3 156 46.3 4.2
73 44 18,3 200 59.4 28.1
78 82 24.3 282 83.7 72.5
83 42 12.5 324 96.1 95.1
88 8 2.4 332 98.5 99.5
93 2 0.6 334 99.1
.98 2 0.6 336 99.7 )
103 1 0.3 337 100.0
337

©la

El siguiente paso consiste, de acuerdo a la metodologia, en

~ da componente al 100%.

Asi los valores de a.

ij

expansidn de las frecuencias acumulativas porcentuales de ca-

esté&n calculados




=BT

seglin: alj =Ny [ lOO/ml J = Ny [100/4{]

yague m; , = 0 en la formula general. Los valores obtenidos se

|
. muestran en las columnas respectivas a ambos componentes. N&te-
se que el valor expandido para la clase de longitud 48mm (j=1)

del primer componente (i=1) se designa como a;; Y asi sucesiva-

mente.

Para el segundo componente los valores expandidos

estidn dados por:
ay;= (nzj ~m1) [ 100/(m2 - ml):l - (nzj - 44.0) 100/(93.8-44.0)

Para este componente la élase de longitud 68mm corresponde

a j=1.

Donde las rectas de las frecﬁencias acumulativas porcentuales
expéndidas certan a la recta gue se proyecta desde el punto de or-
denadas de:- 50%, se encuentran los valores de longitud media que
corresponden a cada componente. En este caso el primer componente
(que podria representar a la distribucidn de longitudes de indivi-
duos de edad 1) tiene una longitud promedio de aproximadamente
52.3mm. E1l segundo componente (probablemente grupo de edad 2) le
corresponde una longitud promedio dé apfoxiﬁadamente 75.5mm. Los
valores de las desviaciones estdndar para cada componente se obtie
nen desde donde las rectas cortan las proyecciones de 15.87% y‘

84.13%.



El segundo grupo de técnicas tienen relacibén con procedi-
mientos matemticos para separar las distribuciones mediante es-
timaciones méximo-verosimiles de los pardmetros (X,oc ) que defi-
nen las componentes normales. Fisher flSBI), Stevens (1937)
Hald (1949) y Hasselblad (1966) proponen metodologias para rea-
lizar dichas estimaciones. Tomlinson (en Abram;qn (19?1}} pre-
senta un programa para computadora denominado NORMSEP el cual
encuentra soluciones para los parédmetros de las distribuciones

normales seglin el método de Hasselblad.

Estos métodos requieren que se conozcan los puntos de mez-

cla de las componentes para alcanzar una solucidn.

Yong y Skillman (1975) desarrollaron ain mds el procedi-
miento de compﬁtacién de Tomlinson el cual se encuentra identi-
ficado en el programa ENORMSEP. El procedimiento consiste en
transformar las frecuencias de longitudes en frecuencias acumu-
laﬁivaslporcentuales, como en el caso del papel'de probabilidad.
Se ajusta enseguida un polinomio de grado 'n' a ladistribucidn de
frecuencias acumulativas porcentuales. El grado 'n' se determi-
na segfin el polinomio que mejor se ajuste a la distribucidn, de-

terminando por un test de chi cuadrado.

Los puntos de inflexidn en la curva polinomial se determi-
nan tomando la segunda derivativa de la ecuacidn descriptiva (po-
linomio del grado 'n') y obteniendo las raices de la ecuacidn.

Si las ralices son reales y si existe un cambio de signo alrededor



de la raiz real y si la raiz cae dentro de los lfimites de

la distribucidn entonces dicha rafz ser& un punto de inflexidn.

Una vez definidos los puntos de inflexidén la separacidn de
los componentes normales de tamafios se realiza mediante el méto-

do maximo verosimil de Hasselblad (op.cit.) haciendo uso del pro

grama NORMSEP.

3.2 Métodos para estudiar el crecimiento

En forma usual los estudios -de crecimiento se realizan me-
dianﬁe el andlisis de las correlacioneslexistentes entre la edad,
determinada desde marcas depositadas en partes duras, y la longi-
tud que alcanzd el individuo a esa edad. E1 procedimiento, sin
embargo, supone que todos los individuos de una poblacidn tienen
la misma tasa de crecimiento a través del tiempo y con cualquiefa
que sea la época y condiéiones del nacimiento. Puesto que las
condiciones ambientales, especialmente temperatura y disponibili-
dad de alimentos, son cambiantes durante y entre afios y siendo
éstas fundamentales para el crecimiento, hace que sea difScil la

validacidn de la suposicidn sobre la cual se sustenta el método.

De esta manera para estudiar el crecimiento es necesario se-
' guir este proceso a través de la historia de vida de un grupo de
individuos de una misma especie. Tres posibles métodos se utili-

zan con este propdsito.

3.2.1, Método de observacidn directa

Este consiste en colocar un nfimero determinado de grupos de



individuos de una misma edad en estanques experimentales sepa-
rados y observar periéaicamente el progreso del tamanc bajo con-
diciones similares. Si estaé condiciones son diferentes a las
del hébitat natural de la especie, entonces es probable que los

resultados de los estudios de crecimiento no puedan ser facil-

mente extrapolados a la poblacidén en estado natural.

3.2.2. Maréado de individuos

Este método consiste en capturar individuos de diferentes
tamanos de una misma especie, marcarlos con alguna etiqueta, co-
lorante o marca y liberarlos, todb &sto durante un periodo corto
de tiempo, de forma tal que todos los individuos marcados estén
bajo la influencia de las mismas condiciones de su ambiente natu-
ral. Posteriormente se recobran algunos de los individuos libe-
rados desde las capturas comefciales o por medio de procedimien-
tos de captura especialmente ejecutados con dicho propbsito. El
crecimiento se analiza por las diferencias en tamafno gue se ob-
serva en los individuos entre el tiempo de su liberacibn’ (marca-

do) y recaptura.

Este método de estudiar el crecimiento tiene el serio incon
veniente de que las etiquetas normalmente producen un efecto ne-
gativo sobre el crecimiento. De esta manera sblo deber&n usarse
marcas que con certeza no afecten tanto la salud, comportamiento

y movilidad de los individuos.

3.2.3. Retroc@lculo de longitudes a edades pretéritas
El método consiste en estimar las longitudes que tuvieron

los individuos de una especie en épocas pasadas mediante el uso



de relaciones morfométricas existentes entre el tamafo del cuerpo

y medidas lineales de aquellas partes duras, como escamas u oto-

litos, usadas para la determinacidn de la edad. E1 procedimiento

sigue varias etapas como sique:

Lis

Se selecciona una muestra al azar de escamas (puedén utili-
zarse con este propdsito tanto escamas como otolitos, espi-
nas, opérculos, vértebras, etcétera), preferiblemente extraf-
das de una misma zona a fin de evitar las variaciones en el
tamafio de &stas cuando provienen.de diferentes regiones del
cuerpo. Se prefieren las escamas por sus caracteristicas

morfoldgicas que facilitan las mediciones.

Se mide el radio de la escama (R) en su eje mediano, el cual
va desde el centro del foco a la regidén media del margen
frontal de la escama, con la ayuda de un ocular micrométrico

de un microscopio o con un microproyector.

Se miden las distancias (rn) desde el punto medio del foco a
cada uno de los anillos de la escama a lo largo del mismo eje

mediano mencionado m&s arriba.

Es conveniente que las medidas R y r, se obtengan para varias
escamas de un mismo individuo y luego obtener un promedio de

éstos con el fin de disminuir los errores en las mediciones.

Se grafican los radios de las escamas (R) contra las longitu-

des observadas de los individuos (1) al tiempo en que se ob-

tuvo la muestra de escamas.



5. Los puntos obtenidos de grafigar (R) versus (1) pueden seguir

diversas tendencias. Entre las m&s comunes se encuentran:

a)

la relacidn entre la longitud del cuerpo y-el‘radio de la
escama es LINEAL CON INTERCEPTO EN EL ORIGEN, 'lo que se
traduce en que el crecimiento de lé escama es directamen-
te proporcional al crecimiento del cuerpo.

Asi la relacidn estard dada por:

l =aR

donde " a es la pendiente de la recta.

Puesto que la pendiente a de la relacidn indica una pro-
porcionalidad directa entre (R) y (1), entonces se tiene
que dicha proporcionalidad existe para cualquier edad y

tamano del individuo. Ast

donde r es, como se vio anteriormente, la distancia del

foco al anillo que corresponde a la edad "n" y “ln“ es la

longitud que debe haber tenido el individuo a esa edad "n

La relacidn original queda entonces como:

1

5. R




b)

o también . L

la cual corresponde a la férmula de Lea (1910) utilizada
para calcular la longitud ln (retrocalculada) de un pez

.

correspondiente a cualquier tamano r de escama y conse-

cuentemente relacionada con la edad "n

La relacidn entre la longitud del cuerpo y el radio de

la eécama ES LINEAL PERO TENIENﬁO UN INTERCEPTO DIFERENTE
QUE EL ORIGEN. Esto signifi&a gque la relacidn entre "1"
y "R" no es directamente proporcional, lo que fue cdnclui
do por Rosa Lee (1920). Esto ocurre debido a que las es-
camas no se desarrollan desde el comienzo mismo de la vi-

da de un pez sino un tiempo mds tarde.

De esta forma la relacidn entre la longitud (1) de un pez

y el tamafno (radio) de sus escamas estd dado por
l1=C+ aR
donde a es la pendiente de la recta y C su intercepto.

De acuerdo a Rosa Lee "C" corresponderia a la longitud

‘del pez al tiempo de la aparicidn de las escamas.

La pendiente de la recta despejada de la ecuacidn ante-

rior es

.a= (1-C)/R



c)

Al mismo tiempo la longitud ln de un pez retrocalculada

a la edad "n" estd dada por

-

Si se reemplaza en esta (iltima ecuacidn el valor despe-

jado para la pendiente a se tiene que

%
1, =C+ (1-0) n
R
o lo que es lo mismo
Tn
ln-C= R (1L-C)

Esta filtima ecuacidn es la modificacidén de la férmula de
proporcionalidad directa introducida por Fraser (1916) y

Lee (op. cit.)

En algunas ocasiones la relacidn entre la longitud del
cuerpo y el tamafio de la escama es cu;vilinea. Catherine
Scheriff (1922) propuso por-primera\vez el retrocdlculo
mediante el uso de una ecuacidn parabdlica

l=a R2 + bR+ C

Dark (1975) encontrd que la relacidn longitud: radio de
otolitos en merluza (M. EroductuS] era una curva ajusta-

da segfin un polinomio de tercer grado.



3.3 MODELOS MATEMATICOS DE CRECIMIENTO

Como se ha visto en las secciones anteriores, los estudics
de crecimiento generan informacibn sobre las tallas Y pesos que
corresponden a edades determinadas de indiviauo; gue componen un
stock. Normalmente esta informacién es discreta en tiempo y se
hace necesario realizar extrapolaciones de forma Lal de lograr
estudiar la progresién del crecimiento en forma continua a tra-
vés de todas las edades de dichos individuos. En estas circuns-
tancias, y puesto que es casi imposible observar el crecimiento
en vivo y continuamente de todos los integrantes de una pobla-
cién, se requiere expresar dicho proceso mediante un modelo ma-
temdtico que no s6lo dé una buena representacién de los datos en

forma simple, sino que también pueda ser usado para estudios ana-

liticos acerca del crecimiento!

Los patrones de crecimiento pueden tomar un n@mero de formas
diferentes los cuales_pueden ser el resultado de diferencias en
los fipos de procesos fisiolbgicos envueltos, como asi también,
de procesos cuantitativamente diferentes de procesos similares.
En este sentido, son muchas las funciones matem&ticas empiricas
- que pueden ajustarse a dichos patroneé, comenzando desde un sim-
ple polinomio a complejas funciones gue incluyen parémetros tanto

- bioldgicos como ambientales.

Sin embargo, una curva de crecimiento que relacione matem&-
ticamente el tamano individual con el tiempo, debe ser lo sufi-

cientemente simple, ajustarse a un rango amplio de patrones de
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crecimiento y con esto ser Gtil para propbsitos purameﬁte des-
criptivos, y lo que es m&s importante, gue sus paré&metros tengan
algGn significado fisiol6gico. Una funcién de crecimiepto que
satisface los requerimientos escenciales expuestos més arriba es
aquélla desarrollada por Ludwig von Bertalanffy (1938).
: 8

La funcibn de crecimiento de von Bertalanffy se basa en gue
la tasa de crgcimiento de un animal se puede pensar como la dife
rencia existente entre las tasas de anabolismo y catabolismo. De
esta manera, crecimiento es el resultado neto de la acumulacién
Yy de la destruccibn de material celular. La materia prima utili_
zada para la construccién de nuevos tejidos (anabolismo) debe en
trar al organismo a través de un margen representado por una su-
perficie o serie de superficies comenzando con las membranas de
células epiteliales Y terminando con el transportelée material a
través de las superficies de cuerpos subcelulares taies como los
microsomas y mitocondria, donde los procesos metabdlicos conti-
nfan (Lindberg y Ernster, 1954). As{ se puede suponer cgue el
proceso de construccién de tejido estarfa limitado por 1la capaci
dad de respiracién e ingestién y por lo tanto rela&ionado con el
&rea superficial, ya sea de los pulmones como dél tracto diges-
tivo. Por otra parte, el proceso de destrucciédn de material
{cagabolismo), ocurre dentro de la masa contenida pror una suger-
ficie. La remocidn de productos catabolicos, incluyendo la libe
racién de energia calbrica, sucede otra vez a través de superfi-
cies. Se puede suponer en.este caso que la tasa de pérdida es

mis o0 menos constante, de manera tal que la pé&rdida total de



peso en un animal debido al catabolismo podria ser proporcional

al peso del mismo.

Estos procesos de ganancias y pérdidas pueden'expresarse mediante

una ecuacidn diferencial de la forma general -

ax
—_—= U -V

/

que establece que el cambio neto en X por unidad de tiempo, t, es
el excedente de U agregado por unidad de tiempo y aquél de V, re-

movido durante la misma unidad de tiempo.

Von Bertalanffy (op. cit) bajo.las suposiciones y modelo anterio
res de;ivé la funcién de crecimiento desde la relacidn de conti-
nuidad

dw

—_— = hs-—kyf. 5
dt (3.1)

la cual establece que el incremento en peso por unidad de tiempo,
dw/dt, es igual al peso sintetizado pof unidad de &rea superfi-
cial, h, veces el &rea de superficie total, s, menos la destruc-
cién por unidad de peso, k, veces de peso total, w. En este sen-
tidorvon Bertalanffy siguid el mismo argumento gque Fiiter (1920)
quien establecid que la tasa de anabolismo es proporcional a la
potencia m del peso (donde m= 2/3) mientras que la tasa de cata-
bolismo es proporcional al peso mismo. En estos casos suponiendo
que la forma del animal no cambia a medida que crece (crecimiento

isométrico). J
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Para que este ltimo razonamiento fuera correcto von Berta-
lanffy asumid que el drea de las superficies (s) involucradas en
e; proceso de anabolismo son proporcionales a una dimensidn li-
neal al cuadrado y que el peso (w) relacionado con el proceso
catabblico es proporcional a la misma dimensidén lineal pero al
cubo. Esto esté& expresado como ‘

s = p1.2

i gh? poweoar  : oses s e (3.2

donde 1 es longitud y p y q son constantes de proporcioanlidad.

Si se despeja 1 de la fltima relacidn se tiene que

- ()7

y que reemplazando este valor en la funcidn dada de s, gueda cgue

g - 2/3.
== P \q, -
3 a4 ! p
S1 se erine P =
2/
q 3
' 2/3

se tiene que S = p W

relacién que introducida en la ecuacidn diferencial 3.1 da que

dw
dt .
la cual es compatible con el argumento de Piiter.

=1*1p'wz""'3 - kw



A —

Para lograr arribar a la ecuacibén de crecimiento de von
Bertalanffy es necesario expresar la ecuacibn 3.1 en funcidén de

longitudes. Para ello es necesario derivar la ecuacidén 3.2 con

»

respecto a 1. c

Asi desde 3.2, queda que -
dw _ 2

Sin embargo se requiere reemplazar dw/dt de la ecuacidn
3.1 como funcidn de dl/dt. Para ello es suficiente dividir am-

bos lados de la relacién 3.3 por dt y arreglar la ecuacidn.

Asi se tiene que

foF
£
o

B - 1
=q3l” FE (3.4)

2

t

Enseguida se reemplaza dw/dt de la ecuacibn 3.4 por la rela

cibén de dw/dt dada en 3.1, resultando

q31? &L = hp1? - xq1? . (3.5)

[o N

|

Q

en donde ya se han substituido los valores de s y w como funcidn

de 1.

Dividiendo la expresidn 3.5 por q3 l2 gueda que

dl _ hp k

=t~ "3q " 3!

ini = hp =
Definiendo H 3q y K 3



s Wl =

o

1 -

se tiene que L - H-x1

o

y que arreglando los términos en funcién de 1 y t queda

a1 _
B-K1 d&

Integrando la ecuacidn anterior

a1 _
seRL—~ 19E
3 1 ) _ ~N
da - & In (H—Kl) =t +C

donde C es una constante de integracién a ser evaluada.

Multiplicando la expresidén anterior por -K se tiene
In (BH-K1) = - K (e +c)
aplicando a ambos lados de esta iltima expresidén el anti 1n,

gueda .

H-Kl=e & (t+0)

de donde se despeja 1

1

I

H/k —(l/K)e = K (t“,:) (3.6)

o lo gue es lo mismo

o
]

H/K ~(1/K>e - B, = RO (3.7)

Si se supone que 1=0 cuando t = t se tiene que la ecuacidn

3.6 gqueda como
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0 = H/K -(1/K)e = B (g, ¥ c)

=B ~RE o &

e—KC= He}(to

Reemplazando este filtimo resultado en 3.7 queda

1=a/xX - /g e” Pt geb®
arreglando los términos
1 = H/K - H/Ke - K(E-to)
y factorizando H/K
1 = H/K G;e_x(t"t")) (3.8)

A medida que t + = (t tieﬁde a infinito) también 1 + Le:

Asi desde 3.8 se tendr& que
Lo = H/K <1~e'°°_)
Y puesto gque e =0

/

Por lo tanto la ecuacién 3.8 cueda en funcidn de t como

I =D e (1_e—x<t—to)) (3.9)

£

la cual es la funcidn de crecimiento de von Bertalanffy en su
~forma mds usual contando con tres pardmetros los cuales tienen

‘un significado descriptivo m&s que un significado fisiolbgico:



Le = longitud .asintética, que es aquella longitud que
un animal alcanzara a una edad =
[
K = tasa de crecimiento proporcional
to = edad a la cual 1=0

En la figura 3.3.1 se muestra la curvé'de crecimiento que
representa a la funcidén dada en 3.9 En esta se aprecia que la
tasa del crecimientg es la m8s alta en edades juveniles y decre-
ce continuamente. El tamafio o longitud se aproxima a la asintota,
L., a medida que el animal alcanza edades mayores. Este proceso
de crecimiento en tamafo nunca se éetiene} pero sin embargo,
nunca sobrepasa L.,. El valor del pardmetro K regula la rapidez
con que el tamafio se aproxima a la asintota, y con ello la forma

de la curva de crecimiento.

Le

e vt et s e e e e ey e e el

Figura 3.3.1. Gréafica de la funcidn de crecimiento

lt = Le (1—e—K(t-to) )
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La funcidén de crecimiento dada anteriormente puede tomar
otra forma si en la ecuacidn 3.7 la constante de integracidén C

se evalfia para t=0, donde l=lo se tiene que

lo = H/K - 1/Ke - KC

@a que g~ BE =e-'0=ig

1/K e = H/K - lo

e = H-Klo

. . ' ~KC
como se hizo anteriormente se reemplaza este valor de e en 3.7

quedando

|
[}

H/K - 1/ @~ FE (H-Klo)

_Kt+10e“K‘t

=
i

H/K - B/K e

Cuando t +Le también 1 + = e igual que antes Le = H/K

Asi 1 = Loy ~Eres & Kt + lo € IS A

Factorizando e '* se tiene que

1, = Lo - (Lm - lo )Ie"Kt _ (3.10)

lo cual es otra forma para la funcién de crecimiento en la cual



se tienen tambidn tres par&metros: Le, X ¥y 1o, en que este Gltimo
corresponde a la longitud de un animal correspondiente al tiempo

t = 0.

Si la ecuacidn 3.9 se evalfia para dos periodos de tiempo t

y t+1, se tiene

1L (1_eKto e-Kt)

Y
: S & (3.13
1 = Lo (i-eKt° e—K{t+1))'=Lm1—eKt° g BEg=E
e o &
Desde la ecuacidn para el tiempo t se despeja e B
lt _ K to - K t
T =1-e e
1t K-to -Kt 4
1 = T = e e
- K t - K¢t L -'lt
e = e (o] o .
Lo

Esta expresidn se substituye en la ecuacidn 3.11 para dar
_ _ _Kto _-Kto Lew=- 1t - K
1t 9™ Lo {1- e e ( P ) e )

_ _' - K - K
1t+1—L¢. Lo € +1te



v - K - K
1, %, =L (l—e )+e 1, : (3.12)

La ecuacidn 3.12 es otra forma de representar el orecimiento
como funcidén del tamafio en el periodo de tiempé anterior, y por
lo tanto no depende de informacidn sobre edad. Su Gnica restric-
cidn es que las longitudes sean medidas con difeéencias de tiempo

(t + 1) - t constantes.

A partir de la condicidn de crec;mientb isométrico impuesta//
como suposicidén bisica en el desarrollo de la ecuacidn simple del
crecimiento de von Bertalanffy, es posible obtener una funcidn
de crecimiento que relacione edad con peso. ‘Para ello se recuer-
da que

q13

L (} -gEE- t°0

entonces reemplazando esta Giltima funcidn en la anterior se ten-

| . ;
2 b 2 T (l_e—x (t - to))

en donde por similitud con la relacidn peso-longitud se define

]

w

)

y que 1

dra que

Wee = qua

por lo tanto

= - 3

W, = We (l—e K It—=%0 )) (3.13)
Esta funcidn de crecimiento en peso tiene una forma sigmoi-

dea con un punto de inflexidén en w = 0.296 We. En la figura 3.3.2

se muestra la relacidn anterior. De esta iltima se puede



apreciar que los individuos bajo este modelo de crecimiento en
peso crecen inicialmente y hasta el punto de inflexidn con una
tasa creciente de crecimiento, mientras que a edades mds alla

de dicho punto lo hacen con una tasa decreciente de crecimien-

to aproximéndose a la asintota, We .

Weo

Punto de inflexidn

Figura 3.3.2. Gréfica de la funcidn de crecimiento

.
W= We (1-"5.-“K (t-t"))



Ecuacibn generalizada de crecimiento

En muchas ocasiones el modelo simple de crecimiento de von
Bertalanffy, tal como se expresa segfin la ecuaciédn 3:;9 , no
provee un buen ajuste a los datos observados.l En otras ocasio-
nes las suposiciones bisicas, tales como aquéllas relacionadas
con un crecimiento isométrico, no son validadas: Esto filtimo
es especialmente notable en muchas especies de peces en las
cuales el peso w no es proporcional a la longitud al cubo, sino

m&s bien a alguna otra potencia de 1.

También se ha cuestionado que la sintesis de biomasa sea di-
rectamente proporcional a la superficie o qﬁe el Area superficial

sea directamente proporcional a la longitud al cuadrado.

_En estas circunstancias, el mismo von Bertalanffy (1957) su-
giere una extensidén de la formulacibén del crecimiento, para asi
permitir que los exponentes que dan la proporcionalidad entre su-
perficie y anabolismo y volumen y catabolismo, puedan variar 1li-
bremente.. Asi, este autor sugiere generalizar la ecuacibn a la
forma

dw _ i .
d‘T—HW -k w

donde m puede representar algfin tipo de dependencia del tamano

sobre las tasas de metabolismo.

Desarrollos matemdticos basados en argumentos similares a
los anteriores han sido dados por Richards (1959), Chapman (1960)

y Taylor (1962).
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Chapman (op. cit.) comienza su desarrollo (y con su misma no-
tacidn) expresando

dw - xw (3.14)

ac v -
-y en donde supone que: w = gl B
Derivando esta filtima relacidn con respecto a t gqueda que

B= 1
d dl -
S = a8l T (3.15)
y que reemplazando en 3.14 resulta

g-1
Hw - kw

OJIQ-
(o Lot
]

gl

si en esta relacidn se sustituye w como funcidn de 1 da que

s
gBl g%? = H (%].B)'-—kc;ls

Dividiendo ambos términos de la relacidn anterior por

qﬁla_lqueda que

Puesto que segfin las reglas de potencias se tiene que 1l/a

=a~ 1!, entonces 1/1 #71 = 1178 ast simplificando y arre-

glando la ecuacidn anterior queda como
an-ll ((1.8'1'1.—8) k 1

1
t B ' B

d
d



= §3 =

0 lo gque es lo mismo

dl _Hg Ji-B-e)_ kK
dat B B
a-1
Si se define E = Hqs—- ; K =% ysé=1-8 (1-a)
se tiene gue dl _p16_x1 (3.16)

t

Esta ecuacidn diferencial puede transformarse en una ecua-
cibén diferencial lineal mediante una sustitucidén apropiada. En

este caso si se hace la sustitucidén siguiente:

de manera gue diferenciando esta sustitucidn queda que

-5
= (1-6) 1 a5 (3.17)

e

t

reemplazando dl/dt desde la ecuacidn 3.16 en 3.17; resulta

-5
dy _ -8
a—{——(l-_a)l (Bl -Kl)
dy _ % w0 B
a%? = (1-6) (E-Kl )
dY = (1-6) (E-Ky)

o
o+
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Arreglando los términos de esta Gltima ecuacidn en funcibn

de "y" y "t", se tiene

dy _ . -
E_Ky~(1 §) dt
integrando la ecuacidn ‘anterior . .

%%f;= @ﬂGXJgt

da como_resultado

- 1/K 1n(E-Ky)=(1-8) (t+C)

donde C es como antes una constante de integracidn a ser evaluada.

Multiplicando esta filtima expresidn por -K, resulta
'In (E-Ky)=-K(1-5) (£+C)
elevando ambos lados de la expresidén a la potencia se tiene que

8- g o =B 11=8} @EE)

Despejando "y" desde esta filtima igualdad

Y:E/K—(l/x)e"“l"” =gl (3.18)

Puesto que
L =BI3=g (54 Q) _ ~BE=REEREBPRDE

e—cxtl—ﬁ)e-Kt(l—m



I\
ot

y también que y

entonces la ecuacibn 3.18 queda

1-~6

1 = E/K~ (1/1() e-—CK(l-G)e—-Kt{l—G) B

43 £9)

Si se evalfia la constante de integracién C suponiendo que

1e§6 %

1 =0 cuando t+ to, entonces

-CK (1-28) e—Kto (1-86)

o
||

E/K = (l/K) e

_ e-cx(l-é) e—Kto {1-8)

i

CK (1-6) JKto (1-38)

= E

reemplazando este valor en 3.19

35 & o i -, (E/K)el(to (1-68) -Kt(1-§)

]

0 o (l_e-K(t—to) (1,5,)

. 1-86 1-6 | 1-6
Adem&s a medida gue t==, 1t + Le de donde L = E/K

de esta forma

Esta Giltima ecuacidén representa la funcidn de crecimiento

generalizada.



Si la constante de integracidén C de la ecuaciébn 3.19 se eva-

1-§ 1-68
1Ga en t=0 cuando 1 = 1, entonces se obtendria en forma

similar a la ecuacidn 3.10 que.

(=]

1- 1-6 1- 18} & ~ &)t

N

Esta forma de la funcién generalizada de crecimiento es la

desarrollada por Chapman {op. cit.).

Si la ecuacidn diferencial inicial expresada por 3.14 se

integra como una ecuacibén en w pero en esta ocasibén realizando

la sustitucidn y=w y procediendo con la integracidn de la
misma forma que anteriormente, se llega a las funciones de cre-

cimiento generalizadas relacionadas con el peso.

l:
1-m - s < s ey
Wt‘"‘[w‘” (1_e K (t-to) (1-m) )]1-—m (3.22)
Y
18
1-m 1-m 1-m -K (1-m)t e
wt= Weo - (We - wo e (3.23)




Las ecuaciones generales de crecimiento, tanto en longitud
como en peso, toman evidentemente formas particulares para dife-

rentes valores de § y m.

Asf para m = 2/3 la ecuacibén 3.22 en peso se transforma en

. - 3
Wy = W (1~e k/3 (t to})

si se hace K=%k/3, se tiene
- - 3 .
W, =We <1__e K(t to))
t
la cual es la ecuacidn estédndar de crecimiento en peso de von

Bertalanffy como se da en 3.13

para 8 = 2 la ecuacion generalizada 3.20 queda

1L=L (l«-e K(t—to)‘)

¢ L°
Le .
e = Kt _ -K to
l1-e e
si se hace A=e X%% 5o tiene
l Lm
e =
1l - Ae K&

Esta Giltima ecuacidn representa a la funcibén logistica de

crecimiento.

Para un valor de m similar al de & utilizado anteriormente

en la ecuacidn 3.22 se tiene



o lo que es lo mismo

We -
w, = donde B=e
t 1-Be}<t

K to

la cual se denomina como la funcidén autocatalftica (también lo-

gistica) de crecimiento en peso.

Para 6 =0 la ecuacidn 3,20 gueda como

- I -K (t-to) )
lt—Lw (1"'8 )

gue es la ecuacibn estidndar de crecimiento en longitud de von

Bertalanffy.

La ecuacién 3.22 para m=0 genera

W, = Wen (1—e'K (£ ~%5 ’)

a la cual se le denomina curva monomolecular de crecimiento de-
bido a que esta forma fue utilizada primeramente en la teoria

de reacciones monomoleculares en quimica.

Para m +» 1 la ecuacidén 3.23 se.escribe

w = Ws & — Wo

- 1-m (1—m 1-m) CR(l-m)t (3.24)
t -0 ©

1-m 1-m . 1-m 1-m
si se hace Ww = A ; We — Wo =B
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y — K(l-m)=k, se tendr& que la ecuacidn 3.24 queda como

1-m 1-m - kt
W = A — Be : . (3.25)

Tomando la derivada de 3.25 con resbecto a "t" se tiene

—m  dw, -kt .
(1-m)w, 35— —kBe : _ (3.26)

Desde la ecuacidn 3.25 se tiene que

-kt 1-m 1-m
Be = A —-wt

relacibén que se sustituye en 3.26 gquedando

1 dwt 1-m l1-m
(1-m) W a3t — =k { A — Wy

Dividiendo ambos términos de esta (Gltima expresidn por
1-m

(1-m) w;m y reemplazando por el valor de A

m
dwt - k Y (,l—m _ wlwm
dt m “ t

Multiplicando y dividiendo el sequndo término de la expre-

t

dwt kwtm i-m 1-m w%hm
dt - T-m "™ T W i-m
Ve

sidn por w

aw,  kw, We Y1 L
=t - : (3.27)
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W 1-m
Enseguida se toma el limite de (‘;” ) —1
; E

1 - m:

a medida que m-=>1

Para ello se aplica la regla de 1'Haspita1:

si se define "f" y "g" como funciones diferenciales de manera

que
lim £ '-(x) -
X=+a g' {x)
entonces

1im £ (x)
X+a g (x)

En el caso presente se desea
1-m
(%)
w —1
lim E '
m>1 1-m

se tiene que:

(3.28)

1. la derivada del numerador de 3.28 con respecto a m es,

segfin la regla 4 u _ _u

du , igual a:
T a = a hzaa—

2. la derivada del denominador con respecto a m es igual

a: ~1=a' [m}).



De esta forma se tiene que

1-m
(=) -1
lim f£'{(m) = § We \_ 1lim t
m+1 “g'(m) n\ 7w, m-1 I -m

Ahora la ecuacibn 3.27 se puede escribir en términos de

este Gltimo limite.

dw

t 5
gt - KW In oo

kwt (1nw.,,, — 1n wt )

Resolviendo esta ecuacién diferencial se tiene

dw J

- = k| dt
W, (In We = 1n wt)
- 1n (In We —1nwt} = k.(t + C)
(In We - 1nw,) =Ic' o Kt
donde C' = e_kc
In w, = In We - C' e °F (3.29)

Si se eval@ia la constante de integracidén C' para t=0 desde

la Gltima expresidn

L EE
C 1n (Wo)
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tomando el antilogaritmo de la ecuacién 3.29 gqueda

Esta Gltima ecuacidn corresponde a la curva de crecimiento

de Gompertz.

En la figura 3.3.3 se muestra la familia de curvas genera-

das para varios valores de m.

w

Figura 3.3.3. Grafica de la ecuacidn generalizada 3.22 para
valores de m=0, .66, 1.01 y 2.



3.4

Determinacidén de los par@metros de las expresiones de crecimiento

Los procesos de determinacidn de los paré@metros de las expresiones
de crecimiento, consisten en ajustar dichas expresiones a los va-

lores observados mediante una seleccibn de parémetros los cuales

. hacen que la curva expresada por la funcibn de crecimiento pase

tan prdxima como sea posible a la mayoria de los puntos.

3.4.1. Par8metros de la ecuacidn simple de von Bertalanffy
Existen varios procedimi®ntos para la determinacidn de los
parémetros Lo, Ky to de la ecuacidén 3.9. Entre los auto-
res gue han contribuido con el desarrollo de dichos proce-
dimientos estédn: Ford (1933), Walford (1946), Manzer y
Taylor (1947), Beverton y Holt (1957), Gulland y Holt (1959),
Tomlinson y Abramson (1961), Hancock (1965), Fabens (1965) ,
Allen (1966), Campbell y Phillips (1972), Rafail (1973),
Lopez-Veiga (1979), etc.

En general todos los métodos de estimacidén de los paréame-
tros Le, Ky t, pueden dividirse en dos grandes categorias

seglin se haga uso o no de criterios de optimizacidn.

PROCEDIMIENTOS SIN CRITERIO DE OPTIMIZACION

3.4.1.1 Método de Ford-Walford
El Método consiste en graficar las longitudes medias, 1,
correspondientes a las edades 1 a t en el eje de las X Yy
las mismas longitudes, pero de las edades 2 a t+l en el
eje de las "y". En la mayoria de los casos la informacibén
graficada para intervalos constantes de tiempo, genera una
linea recta. Donde esta recta corta a la linea de 45°
(pendiente igual a 1) define el valor de Ls, puesto gue en
este punto lt= Lt+ 1Y bajo las suposiciones del modelc de
crecimiento de von Bertalanffy, esto ocurre cuando la cur-
va ha alcanzado la asintota en el infinito.



Longitud a edad t+ 1

En este caso 1, =1 = L. (Figura 3.4.1)

45°

Longitud a edad t

Figura 3.4.1. Grafica de Walford.

En forma analfitica el procedimiento anterior consiste en
obtener una transformacién de la curva de crecimiento me-
diante la diferencia de longitudes que corresponda a los

tiempos t+1 y ¢t.

Asi para intervalos de tiempo constantes (= un ano) se

tiene:
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_ _ _=REx1=ta)Y . _ . K (t-to)
I PR (1 e ) Lm(l e

- K (t - to) _e-K(t+l-to))

(e
| - (e'
L. o~ Kt _+Kto (1_e;x)

1 1. =La e K(t-to} (1~e_K)

Kt + Kto -Kt ~-K _+Kto )
e -2 a e
t

]

Sin embargo, desde la ecuacidn 3.9 se tiene que

"'K(t"'t°)=ij =] y que reemplazando en la ecuacidn

Lo e £

anterior queda que

1t+1—1t=(1m —1t) (1—e__K)

1 o Lo, o gy = s 100

t+1” 't “lgtle oK

_ m e e 4 -K (3.30)
e g gy~ Y = (1 e ) L4 1, = .

Asi se tiene qgue

- L - K
lt+1*Lm (l e )+e’ lt

la cual es una ecuacidn lineal con intercepto

A= Lg (l-e"K) y pendiente Be=w T,

De esta forma la grafica de 1t4—l contra lt' como en la

grafica de Ford-walford, se presenta como una ecuacidn



cuyos parémetros pueden estimarse por minimos cuadrados.
Los valores de los parémetros de la ecuacién de creci-

miento se estiman como

Si en la ecuacidn 3.30 se factoriza 1t en el término de

la derecha é€sta guedaréa

= = N _ o K
lt+1 lt—Lm (1 e ) (1 e )3.t

1, = Al

£t+1 ~ *¢ esto es el incremento en

Si se define 1 ft

tamano ocurrido durante el perfodo (t+ 1) - t, se tendra
otra relacibén lineal obtenida de la gr&fica de los pun-

tos alt contra lt (Figura 3.4.2). La ecuacidn serad,

como se indica mds arriba,

- Y - - K
611‘. = Le (1 e ) - (l—e ) lt
en donde el intercepto A=Le (l- e’ K‘) y la pendiente

B= - (1—e‘K).

De estas relaciones se tiene que

e X —p+1

=
]

1n (B+1)

Y que Le=A/- B



A y'u, de la misma manera que anteriormente, se estiman

‘-ar ‘et procedimiento de minimos cuadrados.

Este método que es una variante de aquel de Ford-Walford
fue propuesto por Gulland (1964).

Pendiente =-@-eiwx)

Figura 3.4.2. Variante del método de Ford-Walford.
(Gulland, 1964).

Una deficiencia de este método, es la autocorrelacidn que
pueda existir entre alt Yy lt puesto que dicha longitud a
edad t, se encuentra tanto en la variable independiente
(lt} como en la dependiente (ﬁlt = 1t+ 1 - lt ).

El valor del parémetro t, se estima indirectamente una vez

estimados L. y K, desde la ecuacidn de crecimiento. Para
ello se tiene que




m | ——5 =-kK (t-to)

_ s P |
EN ﬂ)=

De esta forma para cada par de valores de t y 1t se podra
obtener un estimado de t,. Gulland (1969) recomienda uti-
lizar pares de t ¥y 1t para las edades mas j6évenes comple-

tamente reclutadas y enseguida sacar un valor promedio

to, de los valores de t, estimados para esas edades.

Otra manera de estimar t, como anteriormente, pero reali-
zando una ponderacidn del promedio con el fin de reducir
los errores de variacidn en los extremos de la curva. De

esta forma el promedio ponderado de to seré

E(L“'"lt)

3.4.1.2 Método de Beverton y Holt , _
Este método se utiliza para estimar K y to dado un estimado
de L.

Asi si se conoce Le por alguno de los métodos de estimacidn
anteriores se tiene que la ecuacidén 3.9 puede transformarse
como sigue



(1~

1n

.

1, = Le (l—e_K ‘t“t"’)

.- R (t- t“)

Esta Gltima ecuacibn es similar a una de regresibn lineal

en qué

y X = t (Figura 3.4.3). El intercepto estd dado por

A= Kto y la pendiente B= - K. De estas relaciones se es-
~tima to como e -A %{,: Loa
.
to =A/-B Lemun [oact
N A L. vie
-Lc B v

Pendiente ¥ - K

E

Figura 3.4.3. Gréfica del método de Beverton y Holt.
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Método de Gulland y Holt
Este método de ajuste de una curva de crecimiento es apto
para informacién proveniente de marcajes con recapturas a

intervalos de tiempo variables.

Normalmente peces, crustdceos o moluscos que han sido mar-
cados y liberados, pueden ser recapturados en periodos va-
riables de tiempo. El método utilizado en este caso fue
desarrollado por Gulland y Holt (1959)

La longitud medida al tiempo de marcaje de un individuo,

1 se expresa de la forma usual

1, = Le ({1-e~ ¥ (t-¢9)
( )

t!

t

Después de un intervalo variable de tiempo a, el mismo in
dividuo es recapturado teniendo una longitud lti—a' gue

se exXpresa como

1, e Le (1 - e~K(t+a = to))

t + a

El incremento en longitud experimentado durante el inter-

valo de tiempo "a" seré
1 =0 By 1_e-K(t+a-—to))_Lw. l_e-K(t-to))

Ordenando los términos de la expresidn anterior, ésta que-

da:

1o, - 1= Le (e K (t-to) _ e-1<(t—to) g—}(a)

) (1 - o"Ka )

Puesto que lcs incrementos en tamano Gtﬁ" - lt) son



funcidén del periodo de tiempo "a" gue los individuos mar-
cados permaneciercn en libertad, entonces para lograr que
los incrementos scan comparables, 8stos deber&@n estandari

zarse en términos de incremento por unidad de tiempo, a

los cuales se les definird como "y"
Esto es:
TRSC I W R TR
y = = {3.31)

a a

Por otra parte, la longitud promedio que alcanza un indi-

viduo marcado durante el tiempo "a" y que se definird co-

mo "x" seré&:
_ _=K(t - to) —Ka) _ ( _ _=K(t-to) )
lt+a+1t Le (i e e P T (1 ~ €
x: b—
2 2

- Ie (l_e-K(t—to) Ka g _ oK(t- to))

_ Le _ _-K(t =~ to) -Ka

ol o (2 e (14-@ ) )

= D gm oKt = to) (1+ e--Ka)
De donde:

1+ e-Ka

Si se sustituye el valor 2 (Le ﬂK:} recien encontrado por

1+e



el valor L, e F(t7t0) 43¢ 1a ecuacién de "y" anterior

(ecuacidén 3.3 1), se tendréd Yue:
- Ka
2 (i— e )
Y=(Lon-—x)c . -
a (1+e I-(a)
Si se define gque b = —%w Ka, entonces

K (1"9_213) (3.32)

b (l+e-2b)

y = (Le- x)

puesto gque —%~ = ey Ka = 2b segin la definicidén de b.

Por otro lado, la tangente hiperbdlica (tanh) de un va-

lor b cualquiera, se define como:

tanh b

Il

y si se factoriza eb en la relacidén anterior, queda que:

tanh b = eb(l"e-Zb) = b e_Zb )
eP(1+e”?) (1+e 7P )
(L-e 2P
De esta forma reemplazando o} por tanh b en 1la
(1L+ e )

ecuacidn 3.32 de m&s arriba queda:

y = (Lm K - Kx) fanh b



il

Y —t'a‘—"_"—"_’nh b Lo K - Kx

y! = A - Bx

Esta es una ecuacidén de una linea recta con pendiente

B =-K e intercepto A = Lo K. Sin embargo, y' por con-
tener valores de b que a su vez son funcidén de "K"
(b=1/2 Ka), no es posible obtener una solucidn expli-
cita de la ecuacidén de la recta. Para ello es necesa-
rio realizar un proceso de iteracibén mediante el uso de
valores sucesivos de K, hasta que la convergencia de
dichos valores no muestre cambios significativos entre

ellos.

El proceso iterativo consiste en estimar un primer valor

' leva = Y
de K(=Kl) mediante una regresidn de y = —— so-
1t+a +1t .
bre x=————— . Con el valor asi estimado de K,, se
calcula el término By de y' para cada elemento
tanh b1

de informacién (individuos recapturados y medidos).

Con los nuevos valores de y' y x se realiza una nueva re-
gresidén para obtener un segundo valor de K(=K2) con el

cual se calculan nuevos valores del término:

b,

tanh b2
con el cual se obtiene una nueva serie de informacién;
Este proceso contin@ia hasta que los valores de K estima-
dos en regresiones sucesivas no difieran significativa-
mente entre si.
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Método de tasas de crecimiento
Como se vio en la seccién anterior (pagina 44) la tasa de
crecimiento es directamente proporcional a la longitud del

organismo y se representa por

Bk fom - 1)

air_ _ _
S5 = KLe - K1 (3.33)

NOTA: para igualdad con la ecuacién de la pégina 44 aqui
se hace H = KL w-.

Asi si se tiene informacidn sobre crecimiento a cortos in-
tervalos, como puede ser en el caso de marcajes, la tasa
instantinea de crecimiento representada por la diferencial

dl/dt, se puede sustituir por alt;’at donde

Aqui érrepresenta a un corto intervalo de .tiempo.
Por otra parte lt de la ecuacidn diferencial 3.33 se toma
como un valor promedio cuando se utiliza la sustitucibn

alt,ﬁﬂt. Este valor promedio estd dado como

lt+'lt+-a

2

lt =

De esta manera la grafica de los valores de ﬂltﬁf&t contra

1o serd una linea recta con pendiente B=-K y un intercepto

A=K Leo de donde L. = A/-B. También donde la recta corte el
eje de abscisas serd un valor estimado de L« (Figura 3.4.5).



alt / At

|

Figura 3.4.5. Grafica de tasas de crecimiento

Método de Lépez-Veiga
Se ha determinadoc que en especies de corta vida, el ajuste de
la curva de crecimiento de von Bertalanffy genera pardmetros

que no esté&n de acuerdo con la realidad, especialmente to el

. cual normalmente resulta con valores altamente negativos con

lo cual se tienen valores subestimados de K los cuales no tie
nen as8i ningin significado biolégico. Esto se debe a que los
individuos de estas especies tienen una alta tasa de creci-
miento durante su primer aho de vida y por lo tanto alcanzan-
do un alto porcertaje de su tamafio maximo (L) durante este
perfiodo. De esta forma la gré&fica de tamanos contra edades a
partir de individuos de edad 1 casi no presenta curvatura pro
yectando asi la curva estimada hacia altos valores negativos
de to. o '

Lépez-Veiga (1979) oropone un procedimiento de estimacidén de
parédmetros para situaciones como las que se describen mé&s

arriba.



‘La ecuacidén 3.9 puede ser modificada de la forma que sigue:

_ - K (t-to)
lt_L‘” (l—e )

-k (t-to)

1t=L°’ - Lo &
. lt—Lm=-L'me_K(t_t°)
B = L, & Lw & T (t - o)

t

Y gue aplicando logaritmos da
In (Le -—lt)=lan+I{to—Kt (3.34)

Para t =0 se tendr& que lt= lo, por lo que la ecuacidn an-

terior gueda como:

In (Le - lo)= 1ln %m + Kto (3.35)
Para t=t,

in (m - 1, ) =1n L= + Kto - Kty (3.36)
Para t=t; +N

1n (_Lm-ltﬁn)zln Le + Kto - K (t; + N) (3.37)

Si se resta 3.36 de 3.35 queda que
1o (Bw - lo) = 1n (L.,. = By ) = Kt (3.38)

Restando 3.37 de 3.36

1n (m._ 1t1) - 1n _(Lm = le 4N =Kt - K(t) +N)
=K(t1+N~-t;)

= KN (3.39)



e i

Dividicuuu 3.38 por 3.39

in (Le = Jo)=in (G = I ) Kt t
( t1 1 B 1
1n (Lw—ltli-ln(Lw-ltl+N)- KN N
ln (Lw "::.,-__‘;r-v) 2 ln (Lm = ltl) = T ln (Lw- ltl +N )
Lo "']5 t] - Lw B ltl
1n - = 1n
Lo =~ 11:1 N L, - 1tl +N

El antilogeritmo de la expresibn anterior da

_ - (3.40)
g ltl \Lm lt1+N
la qgue puede resolverse por iteracidn. ¢ _..bién si lt1 ¥y
lt;*—N son tales que t; /N = 1, lo cual ocurre cuando

2t) entonces se tendrd que 3.40 queda como:

(t;fN )

_/ 2
Bs = 1) _(Lm—1t1+N) = (m—ltl)



Si ltl + n Se define como lt2 y resolviendo los produc-

tos se tiene

2 2 2
- - == - +
Lx Lo ltz Lo lo + lo ltz Lo 2L e ltl 1tl
Factorizando Lo o &
L (2 1 il 1 — 2 lo 1
R R .
De donde
1t1 - lo 1t2
Le =
2 1t1 - lt:2 - lo

Lo - lo
1n -
Leo - ltl
K =
i § s

Lo = lo.
te = 1n {——————— /K

PROCEDIMIENTOS CON CRITERIO DE OPTIMIZACION

Los métcdos que se encuentran en esta categoria hacen uso
de técnicas de optimizacién en la estimacidédn de los paré-
metros de la ecuacibdn de crecimiento. Dichos procesos de
optimizacibén consisten en cumplir con una serie de condi-

ciones, ya sea de minimizacidn de errores entre los -——-
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valores observados y los estimados sobre la curva (minimos
cuadrados) o la maximinizacidén de la probabilidad que la
curva estimada sea la que mejor represente a la muestra de

valores observados (maximo verosimil).

Entre estos métodos se encuentran los'de Stevens (1951
Tomlinson y Abramson (1961) Fabens (1965) y Allen (1966).
Método de Tomlinson y Abramson

Estos autores dan un procedimiento iter#@tivo para obtener
estimados minimo cuadriticos de Le, K y to de la ecuacibn
3.9, cuando existe un nGmero igual de longitudes para cada
grupo de edad. Dicho método se basa en los procedimientos
de Pimentel-Gomes y Malavolta (1949), Stevens (op. cit[ Y
Pimentel-Gomes (1953). Para los casos usuales en gue el
niimero de longitudes por clase de edad sean desiguales,

los autores sugieren ya sea la eleccién al azar de una sub-
muestra de igual tamafic, o alternativamente, un procedimien i
to de minimos cuadrados con ponderacidn por nimero de obser "
vaciones en cada clase de edad. Abramson (1965, 19?1)'desg
rrolld un programa de computacibn (BGC2) basindose en este
método para la estimacién de los pardmetros de la ecuacidn
simple de crecimiento. . -

El procedimiento de estimacién impone la condicién que la

expresién

' 2
- —K[t—to)))
_fw il - L, (1-¢e
0= ¢ ¢ (t (

sea minimizada. En &sta "t" representa edades y W, es un

factor de ponderacidén en funcidén de la frecuencia de ob-

servaciones de cada clase de edad "t".

Par&metros de la ecuacidén generalizada de von Bertalanffy
La ecuacidén generalizada de crecimiento 3.20 cuenta con cua-
tro pardmetros, L., K, to, y § por lo gue los procedimientos
de estimacidén de los mismos son més complejos.
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Los métodos utilizados han sido descritos por Richards

(op. cit.), Taylor (op. cit), Southward y Chapman (1965)

y Pienaar y Thompson (1973).

3.4.2.1.

Método de Pienaar y Thompson
La ecuacifn 3.20 puede tambi&n escribirse como

1

1-3
1, = [L” 15 (l_e—l({t—to}{l-é)):]

para la cual se define la funcibn verosimil

L) =c{ ¢ 1t-[1,,,1-6(1,e—1<(t-t01 (1-51)]

1 2 -n/
1-6
¢ o

donde B8 = [:Lm, Ky toy 6:] es un punto en el espacio

parametral de 4 dimensiones, C es una constante que no

incluye a los parémetros y t=1, 2, ..., n.

El estimado mdximo verosimil @ se obtiene mediante la

solucidn del sistema de ecuaciones no lineales

. ) at(t, 8)
:!:tt"f(tli)ilﬂ'—;g——‘ =0

r

donde r=1, 2, 3, 4.

Luego un procedimiento iterativo denominado como el
método de linearizacibén (Draper y Smith, 1966) se usa

para resolver las ecuaciones anteriores para 8.

El procedimiento anterior se encuentra en el programa
de computacibtn WVONB de los mismos autores.
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Relacidn talla-peso

En los estudios de crecimiento la funcién que relaciona el
peso con la talla de los individuos de una especie, tiene
una importancia fundamental puesto que, primeramente, sirve
como un mecanismo de transformacibén de los modelos de creci-
miento en longitud a modelos de crecimiento en peso, como se
viera en las secciones anteriores. En segundo término, Yy
mucho mds importante afin, esta funcidn permite determinar
los estados de condicibén fisiolégica de un efectivo, ya sea
a través de diferentes épocas del afio como asi también a
través de diferentes etapas del ciclo vital.

La funcidn que relaciona talla con peso es una de tipo expo

P

nencial de forma U

w = q].b
en donde q es una constante de proporcionalidad y b es
el exponente que para el caso de su igual a 3 se dice que el
crecimiento es isométrico, ésto es que los individuos bajo
este modelo crecen sin cambiar de forma. Sin embargo, el
valor del exponente varfa en general entre 2.4 y 3.3, para
cualquier especie, debido precisamente a cambios de condi-
cién.  Tales cambios pueden ser debidos por ejemplo, a au-
mento de peso durante la &poca de desove y pérdida repentina
del mismo al tiempo inmediatamente después de la evacuacidn |
de los productos del desove. En este caso los valores de b
cambiardn desde un mdximo a un mfnimo. Se puede apreciar en
tonces que el exponente refleja procesos dindmicos relacio-
nados con alimentacidn, reproduccidn, migraciones, etc.

"*1 F}‘;‘ e B g EW

Los pardmetros gjy b de la relacibn se estiman normalmente
mediante el ajuste de una linea de regresidn a los datos
previamente transformados logarftmicamente vara lograr una
linearizacidén de la informacibn. Para esto

W = q].b



y gue aplicando logaritmos queda

logl0 w = 10910 q-+ log10 1
expresidn que es equivalente a
y = A + BX

donde y==log10 W, X==loglo 1. E1 intercepto A=:10glo q

y pendiente B=b, son estimados mediante el procedimiento
de minimos cuadrados y los pardmetros de la funcibn talla-

peso estimados como g =antilog,, A Y b= B.

Puesto que durante diferentes épocas de la historia de
vida de los individuos de una especie éstos estén sujetos a
diferentes condiciones, entonces se hace evidente que pue-
den existir expresiones talla-peso especificas para cada una
de aquellas épocas y por lo tanto es necesario expresar cla
ramente para qué rango de longitudes (edades) es valida la

funcidén.

4, ESTRUCTURAS POBLACIONALES, ABUNDANCIA Y MORTALIDADES
4.1 Clases anuales y sus abundancias

Una clase o generacidn anual o cohorte es un grupo de
individuos que nacen desde una misma poblacidn o stock du-
rante un periodo relativamente corto de tiempo y se identi-
fican claramente en aguellas especies que se reproducen en
forma discreta una sola vez al afo. Para aquellas otras es-
pecies que se reproducen con igual intensidad y en forma con
tinua durante todo el aio es muy dificil o casi imposible po
der distinguir cohortes. Entre estos extremos existen espe-
cies que desovan m&s de una vez al ano en forma discretay
con diferentes intensidades, produciendo asi més de una ge-

neracibén anual, las cuales pueden ser identificadas por —



diversos métodos entre los cuales el més comin es aquél de :
anlisis de la estructura de otolitos, especialmente en re—j
lacién al tamafo del nficleo con referencia a la formacién

del primer anillo hialino.

De esta manera una poblacifn o un stock est& formado
por grupos de generaciones anuales o cohortes cuya composi-
cién de frecuencias de edades generan una estructura pobla-
cional dada. El grado de complejidad de estas estructuras
dependerd de la frecuencia e intensidad de los desoves como
asf{ también del &xito o supervivencia de los productos del

desove.

La intensidad del reclutamiento (o incorporacién de nue
vos individuos a una poblacidén) no solamente estd relaciona-
do a la intensidad del desove o produccidn inicial de huevos
sino que también es funcidn de efectos denominados depensatg
rios y extrapensatorios. El primero de &stos obedece a pro-
cesos autorregulatorios que tienen relacidn inversa con la
abundancia de los progenitores o desovantes y el segundo di-
ce relacién con aspectos mds bien de orden ambientales y por
lo tanto independientes de la densidad de los desovantes.

Dentro de los efectos depensatorios el mis notable esel
que dice relacidn con el canibalismo a altos niveles de abun
dancia de progenitores. De aquellos extrapensatorios, los
mis notables son temperatura, corrientes y efectos mecénicos

debidos a tempestades.

Todos estos mecanismos que influyen en el reclutamientg
de nuevos individuos ser&n tratados con mayor detalle en elé
capitulo respectivo. Se mencionan aqui con el objetivo de
hacer notar que las estructuras poblacionales son cambiantes
y esta situacidn crea estados altamente dindmicos y comple-
jos que hace que los estudios poblacionales no siempre sean
simples y directcos mediante la aplicacién de los modelos

existentes.



i4.2 Mortalidades

i

.

Comenzando con situaciones ideales y fijando ciertas va-
riables como constantes se comenzard con el anélisis de decli
nacién en la abundancia de las clases anuales o cohortes, co-

mo consecuencia de las mortalidades.

Si se supone que el nfimero de reclutas, Ny, gue se incor
poran a una poblacibén es constante de afio a afo y que las cau
sas que originan pérdidas por mortalidad son constantes a tra
vés del tiempo, se tiene que la fraccidn de individuos que so
breviven al final de un perfiodo de tiempo t es S, por lo tan-
to

S=1-a

en donde a es la fraccidn que desaparece de la poblacidn por

cualguier causa de mortalidad.

Si se designa como m la probabilidéd gue un individuo su
fra mortalidad por pesca y como n la probabilidad de muerte
por causas naturales, entonces la probabilidad a, que un in-
dividuo muera por cualquiera de las dos causas anteriores y
siendo éstas mutuamente exclusivas (esto es no pudiendo suce-

der ambas a la vez), tenemos que:
— probabilidad que muera por pesca = m
— probabilidad que muera por causas naturales, no habiendo

muerto por pesca = (1L -m)n

en donde (1l -m) es la probabilidad de sobrevivir al proceso
de captura.

De esta forma a=m+ (1-m)n, o lo que es lo mismo ——

a=m+-+n - mn.

Graficamente se explica como:
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en donde el &rea total del rectdngulo es igual a 1.

a=m++n - mn

S

I

l1-a=1-m-n+ mn

Asi, si la probabilidad de muerte por pesca m= 30% en un
afio y la probabilidad de muerte por causas naturales n= 20%
en un afo, la probabilidad de muerte por cualquier causa de

mortalidad, a, en un aho seré
a= .30+ .20 - .06 = .44
y la supervivencia anual sera:

S =1- .44 = .56

Puesto en forma conceptual, si un individuo tiene 30% de
probaﬁilidad de ser capturado, tiene a su vez 70% de probabi-
lidad de sobrevivir. Pero si sobrevive, tiene 20% de un 70%
de probabilidad de morir por causas naturales. Esto es, un
14% del 100% original. Asi la probabilidad total de mortali-
dad serd a = 30% + 14% = 44% 6 .44 como se obtuvo anteriormen
te.

En general, las fracciones m y n, componentes por causas
de pesca y natural de la mortalidad total anual a, no son f&-
ciles de calcular y en un sentido préctico no tienen mayor va
lidez puesto que son productos terminales de un proceso y por
lo tanto no permiten explicar el proceso de mortalidad o su-
pervivencia de un cohorte durante cualquier instante de su



existencia. Es por este motivo que se prefieren las tasas

instantdneas de mortalidades por pesca'F y natural M.  La su-
pervivencia anual S se utiliza como artificio para la estima-
cibén de la tasa instanténea de mortalidad total Z como se ve-

ra mas adelante.

En condiciones de equilibrio, esto es, cuando el nfmero
total de muertes es reemplazado por un nfimero igual de reclu-
tas y manteniendo las suposiciones bidsicas de reclutamiento y
supervivencia constantes a través del tiempo, se tiene que la
abundancia total en nfimero de individuos de una poblacidn es
igual a la suma de las abundancias de las diferentes clases
anuales o cohortes presentes en un afio dado en dicha pobla-
cidén y tambi&n a la suma de las abundancias de una clase anual

O cohorte en anos sucesivos.

En estas condiciones se tiene que el nGmero de indivi-
duos que sobreviven al final de un periodo t de tiempo es igual
al nGmero de individuos del mismo cohorte (x) que se encontra-
ban presentes al comienzo del periodo, veces la fraccidn de su

pervivencia anual.

Esto es,

-

th +1° XNt S (4.1)

Por otra parte, el nimero total de muertes de un cohorte

en el perfiodo estd dado por:

Dt =a N = (1-9) xNt

Una matriz de abundancia de varios cohortes en anos suce
sivos bajo las condiciones anteriores estarfa representada -

como:
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o7 e B 7470 23 = 27%

Mhundancia Total = Suma
' de abundancias de cohor

' tes presentes en el ano

=a7gT

xNO @

n

Gridficamente el proceso

7670

2
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2

T EtE +-S3)

tes seria:

ABUNDANCIA TOTAL

1977

x Vo (1+5+52+53...)
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En la naturaleza se ha observado que las poblaciones dism:
yen en abundancia de acuerdo a una forma exponencial, tal como
representa en la figura anterior. Esto hace gue la supervivenc
anual S sdlo sea aplicable al final de un periodo de tiempo. Si
perfodo de tiempo es un afo, se aprecia en la gré&fica del ejemg
hipotético que sigue, que los valores de S en forma trimestral
guardan una relacién simple entre ellos.

600 -
\'.
\
leODL \\
\\
200 e S
4 f——— 4
r I T
) 3 7 1
s, =320 - 50 s, = 200 _ 33 53 =222 =25 5, =10 44
1 600 1 600 3 600 600

Esto no ocurre con las tasas instantdneas las cuales son di-
rectamente proporcionales a la relacién de cambio gue existe en

una poblacién o cohorte en cualquier instante durante un perfodo
de tiempo. .

La relacidn de cambio en la abundancia o tamafo de una pobla
¢ibn o un cohorte en cualquier instante es funcidn del tamafio de
la poblacibén en ese instante veces la tasa instanté&nea de morta-
lidad total que produce el cambio instantineo. En térﬁinos mate-
miticos, esto se expresa por la ecuacibn diferencial:




]

en donde i3

at relacidén de cambio de' N en un tiempo

mal, dt

N = tamano en nGmero de individuos de un

una poblacidn
Z = tasa instantinea de mortalidad total

El signo negativo de la expresidn indica que el

decreciente con respectoc a la abundancia.

La solucidén de la ecuacidn diferencial anterior

gue:

= ZN

Da]D.r
4
|
I

infenitesi-!

cohorte o

proceso es

es como si-

(4.2)

arreglando los té&rminos de la ecuacidn (4.2) queda que

aN _ _
N Z dt

integrando dicha expresidn

lo gque es igual a

in Nt = - Zt + C

(4.3)

Evaluando C de la ecuacidn anterior para t =0 queda que

ln Ny, = C

reemplazando el valor de C en la ecuacibn (4.3) y rearreglando,

gqueda que

In Nt - 1ln No = - 2t

—_—




tomando antilogaritmos naturales

Ny - 2t
By
- Zt
por lo gue Nt = N, e
-2

Si consideramos que t=1 ano, entonces N; = N, e Y recor-
dando que también N; = N, S, como se vio en (4.1), da como resul-
tado que

Noe 2 =n, 8
Yy que dividiendo por N, da

s=e 2 (4.4)
o lo gue es lo mismo

Z=-1nS ' (4.5)

Las ecuaciones (4.4 y 4.5) expresan la relacibén gque existe
entre la supervivencia anual, S, y la tasa instantinea de mortall
dad total, 2.

‘La tasa instant&nea de mortalidad total, Z, tiene dos compo-

nentes: la tasa instant&nea de mortalidad por pesca, F, y la ta-
sa instantdnea de mortalidad natural, M. Asi

Z=F+ M

Los componentes instant&neos de la tasa instanténea de morta
lidad total son directamente sumables a diferencia de los compo-
nentes m y n de la fraccidn de mortalidad total anual a, gue como
se vio anteriormente son mutuamente exclusivos.

Si se tiene que s=e” 2 entonces

a=1-8§=1-e"%



También m=1l-¢e

En resumen se puede definir:

Tasa condicional de mortalidad por pesca o tasa anual de mor-
talidad por pesca (m) a la fraccidn de la abundancia inicial
de un stock la cual seri capturada durante el ano (o tempora-

da de pesca) si no existen otras causas de mortalidad.

Tasa condicional de mortalidad natural o tasa anual de morta-
1idad natural (n) a la fraccidén de la abundancia inicial de
un stock la cual morird por causas ajenas a la explotacidn du

rante el afo, esto si no existiera mortalidad por pesca (m) .

Tasa de mortalidad total anual (a) a la fraccidén del nflmero

inicial de individuos de un stock que .mueren durante el ano.

Tasa de supervivencia (S) a la fraccidén de individuos que so-
breviven despuéds de un perfodo de-fiemwos a partir de una

abundancia inicial.

Tasa instantinea de mortalidad por pesca (F) a la razbn entre
el niimero de muertes por pesca por unidad infenitesimal de
tiempo y la abundancia de la poblacibn en ese mismo tiempo,
teniendo en consideracidn gue las tasas de mortalidad por pes
ca y naturales actfian concurrentemente puesto gque son instan-

téneas.

Tasa instantinea de mortalidad natural (M) a la tasa instan-
t&nea de mortalidad total (2Z) multiplicada por la razdn entre
el nfimero de muértes producidas por causas naturales y el to-

tal de muertes producidas por cualquiera causa.

Tasa instant&nea de mortalidad total (2) a la razbn entre el
nGmero total de individuos gque mueren por unidad de tiempos
infenitesimal y la abundancia de la poblacifn durante ese

instante.



4.3 Métodos de estimacidn de mortalidades

Beverton y Gulland (1958) mencionan: JSe reconoce gue cual-
quier modelo tedrico debe ser una representacibén muy simplificada
de la realidad y consecuentemente las conclusiones extraidas des-
de tales modelos son tratadas con debida precaucibn. Lo que a ve
ces es menos obvio es que ciertos par8metros contenidos en el mo-
delo son por si mismos abstracciones, en el sentido que &stos no
pueden ser medidos por observaciones directas, sino que deben ser
estimados por medio de suposiciones similares a aquéllas sobre
las cuales se basa el modelo mismo. De especial importancia en
relacidén a ésto son las tasas de mortalidad, puesto que é&stas no
pueden ser estimadas a no ser que se defina un modelo el cual re-
presente lo que se piensa que son los procesos de mortalidad en
la poblacidén y su dependencia sobre factores causales incluyendo

en particular las actividades de la pesca.

El principal recurso de informacidn sobre mortalidades en po
blaciones explotadas de peces es la composicidn de tamanos y eda-
des de la captura, y la manera en gque estas propiedades variancen
la magnitud y caracteristicas de la actividad pesquera. En lo que.
se puede definir como la teoria simple de pesca, la estructura de
la captura se toma como representativa de aquélla de la poblacibn
y las tasas de mortalidad se suponen constantes con respecto a Ias
edades. Estas suposiciones son inevitables si no existe informa-
ci6én mediante la cual se pruebe que &sto sea falso, como es el ca-
so frecuente; y si estas suposiciones son reales entonces la esti-
macidon de mortalidades es directa"”.

En estas condiciones los métodos usuales de estimacidn de mor
talidades se basan en mediciones indirectas de cambios de abundan-
cias, ya sea de los grupos anuales que componen una poblacién, o

cambios en la poblacidn total.

..3.1. Método de razdn de abundancias de grupos de edades sucesivas -

Este método supone que el reclutamiento de individuos a la qa

blacién es constante de afio a afno y que la supervivencia, S, es
constante para todas las edades a través del tiempo. :



Bajo las suposiciones anteriores, se tiene que las diferen-
cias de abundancia existentes durante un mismo periodo de ticmpo
entre dos clases anuales sucesivas son consecuencia del exceso de
mortalidad sufrida por la clase anual t+ 1 con respecto a aquella
t. Asi el modelo bisico de la fraccidn superviviente durante un
periodo t de tiempo estd dado desde 4.1 por

N N
s==5§Ei;l— o también —E—Eﬁ—— (4.6)
X, & x-1't

donde N es el nfimero de individuos de una clase anual, en una

muestra representativa de la poblacidn.

La tasa instanté&nea de mortalidad total para el pericdo de

tiempos en cuestibn es
2 == In S

Los valores de N definidos en la relacidn de supervivencia

pueden ser las capturas de las clases anuales respectivas ya que

donde Et se define como la tasa de explotacidn como se verd en
4.3.6.1. Y que de igual forma

Ce+1 7 Braa Newn

Puesto que bajo la suposicidn de supervivencia constante im-
plica que las mortalidades son también constantes de afo a aifio
entonces por extensidn la tasa de explotacidén debe permanecer

constante, de forma tal que E_=E Asi se tendra que

t ta A4t

Ce+1 _Besa Mewa o Negg

Ce Ee Ne Ny

S

la cual es una ecuacidn igual a (4.6)



El modelo no hace uso de toda la informacidén puesto que es
suficiente contar con s6lo dos valores de captura provenientes

de dos de los M posikles cohortes existentes en la poblacidn.

l.3.2. Método de Jackson

Jackson (1939) desarrolld un método mediante el cual se hace
uso de un vector de observacicnes de un grupo de animales a tra-
vés del tiempo, en este caso las observaciones tienen referencia
a las capturas en tiempos sucesivos de una clase anual, o bajo
las suposiciones de equilibric de la poblacidn (reclutamiento y
mortalidades constantes), las capturas de las clases anuales du-

rante un solo periodo de tiempo.

El modelo puede desarrollarse a partir de la ecuacidn de

captura
Ce = Be Ny
. h N = Ct
si se hace £ = No 8
entonces c, =B, N. s* | | (4.7)
T t o

Si estas cantidades se suman para lograr un estimado de S

que es promedio para todas las clases anuales, se tendrd que

Coal *Cepn ™ e T Cpam
C (4.8)

e T % ¥ ... T Cren—1

g =

Para probar esta igualdad se reemplazan los valores de C por

su equivalente segfin la ecuacidén 4.7, quedando

t+1 2 - t+n
S_Et-!-lNOS +E ,, NS + oo+ B, NS -
- t - T+ 1 T t+n-
E, N SY+E_, ; N, * oo # By NoS
Puesto que E . =E_  , = ... = E V¥ haciendo t =0 se tiene

que la ecuacidn anterior queda como



2 n
EN, S+ENy, Sk ... + EN, 8

= B S + +eN. s”1
E N, N, 3

factorizando S en el numerador da que

s (ENo+ENgS + ... + ENo s"m 1)

(EN, +EN, S+ ... + ENg s“"l)

en cuyo caso los términos entre paréntesis del numerador Yy denomi-
nador se simplifican guedando S=S5, con lo que se demuestra la
igualdad de la ecuacién 4.8, como un modelo de estimacibén de la

supervivencia S.
Este método puede producir estimado de S>1 cuando S<1.

Una modificacidn del método anterior, denominados modificado

de Jackson, esti dado por la relacidn

~ 3

o NN N

t+ 3

193]
N
1
J
I

M1

t+ 3

(S
Il

de donde

M3

t+3

(5
]

o
|

t+ 3

OONNO

il

J

Segn Robson y Chapman (1961) los métodos 4.3.1 Yy 4.3.2, in-
cluyendo la modificacidn, generan estimados con un sesgo ligera-

mente positivo.



4.3.3. Método de Heinke

Heinke (1913) desarrolld un método insesgado para la estima-
cidn de S. El médtodo se basa en otro atributo de una poblacidn
en equilibrio y éste es que el reclutamiento anual iquala al nG-
mero de individuos que desaparecen por causas de mortalidad de

forma que se mantenga el equilibrio pcblacional. En este caso

Ng = n a
donde N, = nlmero de reclutas
n
n =E Nt = suma de todos los individuos de la pobla-
t=0 cidn (= abundancia total)
a = mortalidad total

Si se reemplaza a=1-S en la ecuacidn anterior, gqueda que

N, = n (1-38)

N
s =1 - °/
n

o lo que es lo mismo

de donde

S= (n-Ny)/n ' (4.9)

En el modelo dado por la ecuacidn 4.9, n y Ny son nfmero de
individuos provenientes de una muestra representativa de la pobla-
cibn.

4.3.4. M&étodo de Chapman y Robson

Chapman y Robson (1960) y Robson y Chapman (1961) desarro-
llaron métodos de estimacibén de supervivencia insesgados basados

en procedimientos méximo verosimiles.



El primer mitodo de dichos autores se basa en las suposicio=
nes usuales de poblacidn e¢n cquilibrio y se utiliza como un méto-
do de an&lisis cuando sc conoce la composicidn de edades de toda

la poblacién (o muestra).

Si se define n, come ¢l nfmero de individuos de edad t que

sobreviven hasta el comienzo del afio (o se encuentran presentes
en una muestra representativa) entonces el tamaho de la poblacibn

(o de la muestra) estara dado por

n =

_ n, =n, +n, +n, + ....
£ :

t 2 1 2

™8

El nfimero total de afios que viven todos los animales en la

: poblacidén (o muestra) sera

T= Etn =0xmn,+1lxn + B, F o
t=20

o

Si-se supone T = TE ng al comienzo de alglin ano, entonces
t =0

o
T=L (t+1) n. S al comienzo del afo siguiente, puesto que
t

n = n_S donde S es la tasa de supervivencia anual.

L (t+1)n s=s<2tn +2n')=s(T+n
£=0 £ t=0 ¢ t=0% )

En una poblacibn estable se supone que T es un valor constan-

te de afo a afic y por lo tanto se tiene que



T = I tn, = Z(t-l-l)ntS=S(T+n?

Por lo tanto despejando S de la ecuacidn anterior dari que
S=T/(T+n)
como la fraccidn supervivencia anual para toda la poblacidn.

Sin embargo, el valor de S estimado segln la Gltima rela-
cibén es sesgado cuando se aplica a muestras extraidas desde la
poblacidn, puesto gque nco considera en este caso los errores
inherentes al muestreo. Chapman y Robson (op. cit.) explican el
desarrollo de una expresidén como un estimado maximo verosimil de
S la cual es mejor y finica en el sentido que esti sujeta a la
minima cantidad de error de muestreo. El estimador insesgado de

S bajo estas condiciones es
S=T7/(n+T-1)

y un estimado de su varianza por

T (T .-
n+T-1 n+T~-1 n+T-2

T=1
8 G;-11+1?—2 )

El primer valor de n (para t=0) es aquél que arbitrariamen

te se defina como el grupo de edad md@s joven totalmente recluta-

n

var S

do y por lo tanto no sujeto a efectos de selectividad o distri-
bucidn espacial diferencial con respecto al resto de clases anua
les que componen el stock.

El segundo método se utiliza, bajo las mismas suposiciones
gue el anterior, en andlisis cuando algunos grupos de edades,
especialmente mayores, deben ser agrupados por dificultades en

la interpretacién de las edades de los mismos.
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El procedimiento se basa en que si individuos hasta la edad
K (t = K) pueden ser correctamente identificados por su edad y
que todos los demés individuos a partir de K+ 1 anos y mayores se
agrupan, entonces la distribucidn tabulada de frecuencia-edad to-

mard la forma

EDAD CODIFICADA NUMEROS EN LA MUESTRA
0 Ng
1! : n,
2 ny
K Ny
K+ 1 y mayores m

Como se hizo anteriormente, el nimero total de individuos en

la muestra estarad dado por

o]
it
R

tont+m=no+n1+ n, + ... + n, +m

donde m es la suma producto de la agrupacidn de todos los indivi-
duos mayores en la muestra a los cuales no se les puede determi-
nar la edad correctamente.

Por otra parte la edad total de la muestra serd

tn + (K+1)m

El estimado m&ximo verosimil de S bajo las condiciones del

anilisis estad dado por
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T

4]
i

n-m+7T

La varianza del valor estimado de S es en esta ocasidn

2
- [T/(n—m-t-’r)][l——’l‘/(n—m-l-T}:I
var S 5
né—[’r/(n-m+’l‘)]h+l>

Hi

s (1—5.):1
n(l_SK+1)

IlJ.S Método de regresidn basado en la curva de captura

Se define como curva de captura al poligono de distribucidn
de frecuencia de edades existente en la captura. El andlisis de
una curva de captura tiene una ventaja considerable sobre las ra-
zones simples de edades sucesiﬁas, especialmente cuando existe

elquna clase de variacidn en la tasa de supervivencia.

El método se basa en la ecuacidn bdsica que relaciona la
abundancia de edades sucesivas de un mismo cohorte.

2t

Asi N_ =N, e’ segin se vio anteriormente. Si la abun-

dancia, N

t,tpuede expresarse por algin indice de abundapcia, como
por ejemplo captura por unidad de esfuerzo, entonces la grafica
de la dltima relacibn a partir de la primera edad totalmente re-
clutada y para cada una de las edades posteriores ser& un limbo
descendente en forma exponencial. Una transformacidn logaritmica
de la ecuacidn produce una recta descendente ya que analiticamen-
te gt 0 :
In N, = 1n N, - 2¢

la cual es similar a una recta en cuya ecuacibn se tiene Y =1n Nt
y X=t con pendiente B = - Z e intercepto A=1n N,. De donde
Ja tasa instant&nea de mortalidad total, 2, se estima directamen-

te desde el estimado de la pendiente.
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Puesto que la recta a partir de los Cduatos transformados es
una linea de tendencia central, hace que sea un método adecuado

para aquellos grupos de edades que tengan mortalidades diferen-

tes. Al mismo ticmpo permite descartar aguellos valores estima-

dos de Nt que se desvian en forma cvidente de la tendencia cen-
tral, ya sea por razones de muestreo, supcrvivencia diferencial
o efectos notables en abundancia de una clase anual en particu-

lar.

En la figura 4.1 se muestra una curva de captura (A) y su
transformada (B).

2000

1000

LN NUMERO

NUMERO

EDAD

Figura 4.1. Curva de captura.

4.3.6 An4dlisis de cochortes

An&lisis de cohortes se utiliza para calcular la abundancia

y mortalidades instantdneas por pesca (F) que afectan a un cohor1

te o clase anual durante un tiempo determinado.
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Para realizar este tipo de andlisis es necesario contar con
un vector de capturas del cohorte. Esto es, una serie de esta-
disticas de capturas anuales extraidas de una misma clase anual,
durante su fase de explotacidrn. Se requiere ademds de valores
estimados en forma indcpendiente de la tasa instantdnea de mor-
talidad natural (M) y de por lo menos un valor de la tasa ins-
tanténea de mortalidad por pesca (F) para cualquiera de los anos

gque forman el vector de capturas.

Los andlisis de c&lculos secuenciales (o andlisis de cohor-
tes) tienen una serie amplia de variantes gue obedecen a diferen
tes aproximaciones y desarrollos utilizados por los autores res-
ponsables (Fry, 1949; Jones, 1961, 1980; Murphy, 1965; Gulland,
1965; Tomlinson, 1970; Pope, 1972).

El término an&lisis de cohortes fue introducido por Pope
(1972) y en la actualidad dentro de esta denominacidn se incluye
a todos aquellos otros procedimientos que, usando el mismo prin-
cipio, no son mds que casos especificos de aquél mds general.
Dentro de éstos se encuentran denominaciones tales como "Anali-
sis de poblaciones virtuales", "Método de Gulland", "Mé&todo de
Murphy", etc.

Uno de los aspectos mis importantes de andlisis de cohortes
es el hecho de poder estimar tamafios de poblacidn y mortalidades
por pesca, en forma independiente de medidas de esfuerzo de pes-
ca. Slﬂ embargolr 1a necesidad de contar con buena informacidn
sobre capturas y mé&s afin con la composicidn de edades de dichas
capturas y por un periodo razonablemente largo de tiempo, impi-
dieron el uso amplio de estas metodologias en pesquerfias en desa
rrollo. Por otra parte, a medida gue se han implementado siste-

‘mas estadisticos adecuados y debido a las deficiencias demostra-

édas por los modelos que hacen uso de capturas y esfuerzo de pesca
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en la administracidén de las pesquerias, han hecho que los métodos
de andlisis de cohortes se presenten como una alternativa légica

para la administracién de los recurscs.

Puesto que los métodos de andlisis de cohortes se basan casi
todos en la ecuacidn de captura, se comenzar& por su derivacién,
para luego entrar a describir el método general y después quéllos
especificos.

k.3s.6.1 Derivacidn de la ecuacibén de captura

El nlmero {Nt} de individuos gque sobreviven hasta el final
de cualquier periodo de tiempo, t, estd dado por la relacibn:

N, =N, e 2F (4.10)
en donde
N, = nlmero inicial de individuos que componen una cla-
se anual
Z = tasa instantédnea dé mortalidad total (= F+ M)
't = unidad de tiempo.

Los cambios instant&neos que ocurren en el nimero de peces
que componen la clase anual y que se deben a causas derivadas de
una explotacidn se expresan por:

dac

1]
H
2z

dit

Reemplazando en la ecuacibén anterior el valor de N, expresa=

t
do segGn la ecuacibn 4.10 se tiene:



- 104

dcC

- (F+M)t
dat €

F N

4]

(4.12)

Si esta filtima ecuacién diferencial se integra para un in-

tervalo de tiempo, t, cuyos limites son 0 y T, que corresponden

a los momentos en guc el nimero de individuos es N, ¥y NT y en

los cuales los valores correspondientes de captura son C=0 vy

C=CT, respectivamente, tenemos que:
ac = Fu, e” FrME g
Integrando
C =2¢C
T t=7T _
;oac= s FNg e  FTME g
cC=20 t =20
T
Cp = F Np s B SE dat
0
= - (F+M)t T
CT = F N, e
- {(F+M) 0
-(F+M)T
Cp =-F Ny | - & - 2
(F+M) -~ (F+M)
Arreglando los términos de la ecuacidn anterior se tiene
que:
. - (F+M)T
CT ol - N, l-e ) (4.13)

La ecuacibn 4.13 es la que se conoce como ecuacién de cap-

tura y que expresa el nGmero de peces muertos por pesca (C)
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durante un periodo de tiempo (T) como funcidn de la abundancia
inicial (N,) y de las causas de mortalidad natural y por pesca
My F).

En otras palabras, la ecuacidn 4.13 expresa que el nfimero
de individuos capturados durante un periodo de tiempo T no es
mids que la poblacibn existente al comienzo del periodo (N.)
multiplicada por la fraccidn de muertes imputables a la pesque-
ria ( 2 ) y por la fraccidn total de muertes I}_ A F+M)]

F+M

6.2 Método general de andlisis de cohortes

Dado gque se requiere gque C Ft y M sean conocidos para un

tl‘
ano t cualquiera, se puede a partir de esta informacidn estimar

la abundancia en nameros (Nt) de un cohorte al final del ano
precedente (t - 1), como asi también el nimero de sobrevivientes
del mismo cohorte Gﬁr+l) al final del afioc t. Esto resulta de

las siguientes relaciones:

Seglin la ecuacidn de captura 4.13, para T=1 y para un

afno t, la captura en nimercs desde un cohorte serd:
F -2
= t)
t.. Zﬁ t (

donde Zt = Ft + M,

Por lo tanto

=y 4.14)
Nt=CtZt/Ft(1—e (4.

Por otra parte a partir de la ecuacidn 4.10 se tiene que:

N =N, e (4.15)
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capturas Ct'

b3 vector de
y M se procede a retrocalcular los walores de F
y N para anos pretéritos seglGn la misma ecnacidn de captura

para anos pretéritos siguiendo la siguiente formai- cidn:

Una vez conocido Nt' con el valor dec CL~ 1{

- +
. T S e (Feo 1t
t-1"F__,+M "t-1
en donde Nt_ 1 se reemplazaré segfn:
N, = N e— GE"'l +M)
4 t~ .1
Nt
de donde N =
-1 - (F. _,+M
e
de esta forma la ecuacidn de captura 4.16 queda
_ -(Ft_l+M)
G Baed l=g
N T|F +M = (F M Pty
t t-1 T Fe-1tY

En la ecuacién 4.17 el finico término no conocido es Fy _ -

Puesto que este término desconocido aparece tanto como un térmi-

no lineal como exponencial no tiene una solucidn explicita. Mé-
todos de solucidn se dan mds adelante.

Una vez conocido el valor de Ft— 1 se procede, como se hizo

anteriormente, a calcular N. _ 4, segin la ecuacidén 4.14 para
=l

El procedimiento se repite sucesivamente para los periodos
£t-2, £- 3, etc.

(4.16)
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Para los anos siguientes a "t" (esto es, t+ 1, t++ 2, etc.),

se conocen N &) del vector de capturas Ct y la tasa ins-

1" “#+1
tantinea de mortalidad total "M". Con esta informacidn se pro-
cede a calcular el valor de T a partir de la ecuacidén de cap

=
tura segfln:

Ce41 Fe 1 1“5_(Ft+1+M)

(4.18)

En la ecuacidn 4.18 el finico término desconocido es Ff-&l'
que al igual gue en la situacidn anterior no tiene una solucidén

explicita.

Una vez obtenido el estimado de F se procede a calcular

t+ 1
Ne s seglin la ecuacidén 4.15 para t+ 2.

El procedimiento se repite sucesivamente para los periodos
t+3, ¢+ 4, etc.

Métodos para la solucidn de las ecuaciones 4.17 y 4.18

Como se menciond anteriormente, las ecuaciones 4.17 y 4.18
no tienen una solucién explicita debido a que el Gnico valor des
conocido (Ft} aparece tanto en los términos lineales como en los

. exponentes de las ecuaciones.

Una manera de resolver el problema es a través de un proceso
iterativo de aproximaciones sucesivas. Estos procesos generalmen
te deben ser realizados en computadoras o calculadoras programa-
bles cuyos programas realizan los pasos iterativos que conducen
a una solucién.

Otra manera de cbtener una solucién es a través de la obten-
c¢idén de un valor aproximado mediante el uso de tablas preparadas
especificamente para anflisis de cohortes (Schumacker, 1970). En

orma similar se ha construido la tabla 4.1.
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Existe una tabla para cada valor de M y en cada tabla, las lincas
horizontales se identifican con valores sucesivos de F, separados

por intervalos fijos desde 0.0 hacia arriba.

Existen ademids varias columnas en cada una de las tablas que

muestran, para valores correspondientes de M y F, los valores de

F/Z, e-z, F(l-eﬁzx /ZyF (1-9" Z] / 2 e_z. L.as Qiltimas dos

columnas corresponden a los valores de C . 4 / No41 de la ecua-

cién 4.18 y a C /Nt de la ecuacidn 4.17, respectivamente.

t-1
Para resolver las ecuaciones se calculan los valores de -~

c I N gq ¥ €Cg_q £/ Ny Tuego se ubican estos valores en las

t+1
dos iltimas columnas de la tabla que corresponda a la mortalidad
M elegida previamente. Luego se obtiene el valor de F que corres

ponda a los valores ubicados en las filtimas columnas.

.6.3 Método de Murphy-Tomlinson

Murphy (1965) describid un método para estimar mortalidades
a partir de estadisticas de capturas en nGmeros de un cohorte. El
procedimiento requeria que 1los eiementos del vector de capturas
correspondieran a intervalos de tiempo fijos, por ejemplo un ano,
y gue para cada uno de estos intervalos deberia existir captura.
Tomlinson (1970) generalizé el método de Murphy permitiendo que
los intervalos de tiempo pudieran éer variables e incluyendo la

posibilidad de cero captura en algunos de ellos.

Este método se le ha denominado como "solucidn a la ecuacibn

de captura"y "generalizacidn de la ecuacidn de captura de Murphy".

El método consiste en estimar un vector de tasas instantéa-
neas de mortalidad por pesca (F.) a partir de relaciones existen=

tes entre las capturas en nimeros de un cohorte en anos sucesivos
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Tabla 4.1 Tabla para an8lisis de cohortes

M= .20
r.; F/2 et | (r/myi-e?) | EF/d[a-eP) /e
0.00| 0.00 0.82 0.00 0.00
' 0.05 | 0.20 0.78 0.04 : 0.06
0.20] 0.33 0.74 0.09 0.12
0.15| 0.43 0.70 0.13 0.18
0.20 | 0.50 0.67 0.16 0.25
0.25| 0.56 0.64 0.20 0.32
0.30 | 0.60 0.61 0.24 0.39
0.35| 0.64 0.58 0.27 0.47
0.40 | 0.67 0.55 0.30 0.55
0.45] 0.69 0.52 0.33 0.63
t0.50 | 0.71 | 0.5¢ 0.36 ' 0.72
. 0.55| 0.73 0.47 ©0.39 0.82
£ 0.60 | 0.75 0.45 0.41 0.92
0.65| 0.76 0.43 0.44 1.02
0.70 | 0.78 0.41 0.46 | 1.14
0.75| 0.79 0.39 0.48 1.25
0.80 | 0.80 | 0.37 0.51 1.37
0.85] 0.81 0.35 0.53 1.50
0.90 | 0.82 0.33 0.55 1.64
0.95] 0.83 0.32 0.56 1.78
1.00 | 0.83 0.30 0.58 . 1.93
1.05{ 0.84° | 0.29 0.60 2.09
1.10 | 0.85 0.27 0.62 2.26
1.15| 0.85 0.26 0.63 2.43
1.20 | 0.86 0.25 0.65 2,63
1.25] 0.86 0.23 0.66 2.81
1.30 | 0.87 0.22 0.67 3.02
1.35] 0.87 0.21 0.69 3.23
1.40 ! 0.88 0.20 0.70 3.46
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M= .30
F F/z | e 2 (F/2) (1 - e 2) F/z (1 - e %)/e”?
0.00 | 0.00 | 0.74 0.00 0.00
0.05 | 0.14 0.70 0.04 0.06
0.10 | 0.25 | 0.67 0.08 0.12
0.15 ] 0.33 | 0.64 0.12 0.19
0.20{ 0.40 | 0.61 0.16 0.26
0.25 | 0.45 | 0.58 0.19 0.33
0.30 | 0.50 | 0.55 0.23 0.41
0.35 | 0.54 | 0.52 0.26 0.49
0.40 [ 0.57 | 0.50 0.29 0.58
0.45{ 0.60 | 0.47 0.32 0.67
0.50 | 0.63 | 0.45 0.34 0.77
0.55 | 0.65 | 0.43 0.37 0.87
0.60 | 0.67 | 0.41 0.40 0.97
0.65{0.68 | 0.39 0.42 1.08
0.70 | 0.70 | 0.37 0.44 1520
0.75 | 0.71 | 0.35 0.46 1.3
0.80 [ 0.73 | 0.33 0.49 1.46
0.85|0.74 | 0.32 0.51 1.60
0.90 | 0.75 | 0.30 0.52 1.74
0.95 | 0.76 | 0.29 0.54 1.89
1.00 | 0.77 | 0.27 0.56 2.05
1.05 | 0.78 | 0.26 0.58 .22
1.10 | 0.79 | 0.25 0.59 2.40
1.15 1 0.79 | 0.23 0.61 2.59
1.20 | 0.80 | 0.22 0.62 2.79
1.25 {0.81 | 0.21 0.64 2.99
1.30 {0.81 | 0.20 0.65 3.21
1.35 [ 0.82 | 0.19 0.66 3.44
1.40 | 0.82 | 0.18 ,0.67 3.68
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M= .40

F r/z | e7% (F/2) (1 - e”?) F/z2] 11 - e-zl/e"ﬁl
¢.00 | 0.00 | 0.67 0.00 0.00
6.05 | 0.11 | o0.64 0.04 0.06
0.10 | 0.20 | 0.61 0.08 0.13
0.15 | 0.27 | 0.58 0.12 0.20
0.20 | 0:3 0.55 0.15 0.27
0.25 | 0.38 | 0.52 0.18 0.35
0.30 | 0.43 | 0.50 0.22 0.43
0.35 | 0.47 | 0.47 0.25 0.52
0.40 | 0.50 | 0.45 0.28 0.61
0.45 | 0.53 | 0.43 0.30 0.71
0.50 | 0.56 | 0.41 0.33 0.81
0.55 | 0.58 | 0.39 0.36 10.92
0.60 | 0.60 | 0.37 0.38 1.03
0.65 | 0.62 | .0.35 0.40 1.15
0.70 | 0.64 | 0.33 0.42 1.28
0.75 | 0.65 | 0.32 0.45 . 1.41 -
0.80 | 0.67 | 0.30 0.47 1.55
0.85 | 0.68 | 0.29 0.49 1.69
0.90 | 0.69 | 0.27 0.50 1.85
0.95 | 0.70 | 0.26 0.52 2.01
1.00 | 0.71 | 0.25 0.54 2.18
1.05 | 0.72 | 0.23 0.55 2.36
1.10 | 0.73 | 0.22 0.57 2.55
1,15 | 0.74 | 0.21 0.58 2.75
1.20 | 0.75 | 0.20 0.60 2.6
1.25 | 0.76 | 0.19 0.61 3.19
1.30 | 0.76 | 0.18 0.63 3.42
1.35 | 0.77 | 0.17 0.64 3.67
1.40 | 0.78 0.65 3.93

L 07
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M= .50 :

: ]
F F/z | e % (F/2) (1 - e~ %) F/7 (1-e 2)/e"?
0.00 | 0.00 | 0.61 0.00 0.00
0.05| 0.09 | 0.58 0.04 0.07
0.10 | 0.17 | 0.55 0.08 0.14
0.15] 0.23 | 0.52 0.11 0.21
0.20 | 0.29 | 0.50 0.14 0.29
0.25 | 0.33 0.47 0518 = 0.37
0.30 | 0.38 | 0.45 0.21 0.46
0.35| 0.41 | 0.43 0.24 0.55
0.40 | 0.44 | 0.41 0.26 0.65
0.45] 0.47 | 0.39 0.29 0.75
0.50 | 0.50 | 0.37 0.32 0.86
0.55] 0.52 | €.25 0.34 0.97
0.60 | 0.55 | 0.33 0. 36 1.09
0.65| 0.57 | 0.32 0.39 1.22
0.70 | 0.58 | 0.30 0.41 25
0.75{ 0.60 | 0.29 0.43 1.49
0.80 | 0.62 | 0.27 0.45 164
0.85 | 0.63 | 0.26 0.47 1.80
0.90 | 0.64 | 0.25 0.48 1.96
0.951 0.66 | 0.23 0.50 2.14
1.00 | 0.67 | 0.22 0.52 5.a2
1.05 | 0.68 | 0.21 0.53 2.51
1.10 | 0.69 | 0.20 0.55 2.72 °
1.15 | 0.70 § 0.19 0.56 2.93
1.20 1 0.71 | 0.18 0.58 3.16
1.25 | 0.71 | 0.17 0.59 3.40
1.30 [ 0.72 | 0.17 0.60 3. 65
1.3510.73 { 0.16 0.61 3.91
1.40 [ 0.74 | 0.15 0.63 4.19
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M= .60
P F/2 e”? (F/2) (1 - e~ %) F/z2 (1-e %)/e”
0.001 0.00 | 0.55 0.00 . 0.00
n.05 | 0.08 | 0.52 0.04 0.07
0.20) 0.14 | 0.50 0.07 0.14
0.151 0.20 | 0.47 0.11 ' 0.22
0.20] 0.25 | 0.45 0.14 0.31
0.25! 0.29 | 0.43 0.17 0.39
0.20] 0.33 | 0.41 0.20 0.49
0.35] 0.37 | 0.39 0.23 0.58
0.40 | 0.40 | 0.37 0.25 , 0.69
0.45] 0.43 | 0.35 0.28 0.80
0.50| 0.45 | 0.33 0.30 ©0.91
0.55] 0.48 | 0.32 0.33 : 1.03
0.60 | 0.50 | 0.30 0.35 1.16
0.65| 0.52 | 0.29 0.37 1.29
0.70 | 0.54 | 0.27 0.39 | 1.44
0.75 ) 0.56 | 0.26 0.41 | 1.59
0.80] 0.57 | 0.25 0.43 . 1.75 -
0.85] 0.59 | 0.23 0.45 1.91
0.90 | 0.60 | 0.22 0.47 2.09
0.95 | 0.61 | 0.21 . 0.48 2,27
1.00] 0.63 | 0.20 0.50 2.47
1.05] 0.64 | 0.19 0.51 . 2.68
1.10] 0.65 | 0.18 0.53 | 2.89
1.15] 0.66 | 0.17 0.54 3.12
1.20) 0.67 | 0.17 0.56 3.37
1.25] 0.68 | 0.16 0.57 3.62
1.30{ 0.68 | 0.15 0.58 3.89
1.35} 0.69 | 0.14 0.59 4.17
1.40 0.70 | 0.14 0.61 4.47
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y en donde las capturas se expresan seglin la ecuacidn 4.13 dada

mas arriba.

De esta forma, la captura en el ano t serda:

B -(F,_ + M
c, = N- o b el =@ ( y & )‘>

B, = _ = (1_e -(Ft + M))

donde E. es la tasa de explotacidn en el afio t y definida como la
fraccidn de peces vivos al comienzo del ano que son capturados

durante el cursc del mismo aho.

AsTt C, = N_E ’ (4.20)

La captura para el afio t+ 1 ser§;

Cew1 " Nesa By
' - (Ft + M)
recordando que: Nt+-1 = Nt e
se tiene que
- (Ft + 1)
Ct+-1 = Nt e Et+ 1 (4.21)

Dividiendo la ecuacidén 4.21 por 4.20 permite la obtencidn

de un vector de razones de captura (Rt)-

C - {F,_+M E
t -
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Este vector de Ry pucde asi ser construido para todos los

afnos menos el Gltimo.

La ecuacidén 4.22 presenta tres elementos desconocidos Ft,
Ft4—1 y M. El vector Ry produce t- 1 ecuaciones similares a
4.22, contcniendo un total de £ +1 elementos desconocidos.
‘De este hecho se desprende que dado dos elementos conocidos,
como por ejemplo M y un valor de F estimado independientemente

para cualquier afo t, se pueden estimar t valores de F.

Las soluciones para F pueden obtenerse comenzando con un
estimado de F para el primer afo del vector de capturas (esto
es F ) o con el QAltimo (esto es F ) De esta manera existe la
p051b111dad de solucionar los 51btemas de ecuaciones tanto ha-
cia adelante como hacia atris. Normalmente se prefiere el se-
gundo de estos procedimientos ya que reduce el sesgo de los es-
timados- de F (Tomlinson, 1970, y Pope, 1972). La discusidn de

este iltimo aspecto se ha dejado fuera de la presente exposicidn.

Solucién hacia adelante

Si se conoce F, el proceso consiste en estimar E. B , 2

partir de Et o E,_ Las ecuaciones de estimacidn son:

= 37
) (Ft + M)
Et b1 = Rt Et e para Et #F 0
(?M + Ft—-l)
y Ei v 1 =Rt_1Et__l e para Et =0

Una vez estimado el vector E, el vector de valores de F
puede obtenerse mediante un proceso iterativo desde la ecua-
cibn.

(F +M
B, = Fy Q__e / (F + (4.23)
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Solucién hiecia atras
Si «r conoce Fn’ la solucidn se obtiene mediante la estima-
cidén de: )
"'l + I‘(
, & /
Et C
o ’.:n . z :
a partir de Et+ 1 © Et+~2' Las ecuaciones est&n dadas por
(F. + M)
E, e = E //R
t t+1 t paraEt+l#—'0
y E, e Ve ¥ 8 . e~ (M) /R
t t+2 t+ 1 para Et_'.1 =0

Una vez obtenido el vector de valores estimados de:

F,+ M
oo et

el vector de valores de F se encuentra por iteracidn de la ecua-
cién

. (Ft + ) -, (e (FL; + M) —.>/(Ft +M) (4.24)

Si el valor de F conocido para comenzar el anflisis corres-
pondiera ‘a un ano intermedio del vector de capturas, este valor
de ' puede utilizarse como Fl Yy Fn para las correspondientes
fracciones del vector de cavturas.

Existe un programa de computacidn denominado "solution to
the catch equation" (Abramson, 1971) que resuelve iterativamente
el método Murphy-Tomlinson. El programa produce vectores de N,
F y E conociéndose vectores de C, M y R.

Otro programa que soluciona este método es aquél denominado
*COHORT (Fox, 1976) y que tiene los mismos requerimientos b&sicos
que el anterior. '
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4.3.6.4 Método de poblaciones virtuales

Bajo la suposicidn que la tasa instantdnea de mortalidad
por pesca I’ es constante para todos los anos, las capturas acu-
mulativas do un cohorte son proporcionales al nmero de sobre-
vivientes del cohorte. Por esta razbn a estas capturas acumu-

lativas se les denomina "poblaciones virtuales".

El método de an&lisis de poblaciones virtuales fue intro-
ducido por Fry (1949). '

Se define la tasa de explotacidn {Et) como la fraccidn de
sobrevivientes de un cohorte gue viven al comienzo de un ano t
Y que seran capturados durante el remanente de la fase de explo
tacién. De esta- forma E£ no tiene referencia a un ano en par-
ticular, sino a todos los afos en la fase de explotacidén de un

cohorte, comenzando en el aho t.

)"
- =
Asi E_ =
i Nt
en donde Vt = poblac1on virtual = Ct + Ct-+1 + ....etc. de ma-
nera que:
Vi = Eg By
y Ve+r1 = Beaa Ney

Puesto que en este método se supone que F y M son constan-
Ees para todos los anos (Ft = Ft+-1 e F), entonces
E, = Et+-1= ceea

De esta forma la razdn existente entre las poblaciones

virtuales en dos aios consecutivos seré&:

Verr _ Nesa
Ve Ne
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puesto que EP*’I e
Nt £
v
+
entonces S, = t+1
Vt

El método de poblaciones virtuales permite el cdlculo de la
fracciébn de sobrevivientes del cual se puede obtener un estimado

de 2 y consecuentemente F.

Notese gue en andlisis de poblaciones virtuales no se re-
quiere de un estimado de F inicial puesto gue asume que &5 COns-

tante comenzando en el anho t.

6.5 Método de Gulland

El método de andlisis de cohortes de Gulland es a menudo
referido equivocadamente como andlisis de poblaciones virtuales
en los estudios del Atlantico Norte, desde su derivacidn origi-
nal por Gulland (1965), aungue el método es distinto del uso de

poblacidn virtual de Fry.

Este método es un procedimiento ingenioso para calcular,
para una clase anual, las tasas instanténeas de mortalidad vor
pesca y tamafno de poblacidn segln edades, dados un estimado de

My F asi como un vector de capturas del cohorte.

Los c8lculos basicos son como siguen:

Se define

edad
del grupo de edad mayor incluida

poblacidén virtual donde T

en los calculos



Sy = 34-1 = primer valor estimado de la frac-
£ cién de peces que sobreviven al

ano t

— vt L )

E, = “ﬁg* = tasa de explotacidn o propor016T
de peces de un cohorte, en el ano
t, los cuales seran finalmente
capturados

He 1 N
5 = ct = capturas durante el ano t como

una proporcidén de la poblacidn al

final del ano.

Puesto que

r - (re+
_ t _ t
Ce =Ny v 3w \1-e
t
y que
-{Ft +M)
Regn ™ Neg©
entonces )
_(th)
N ; (F +M) e
5 t+l= t (4.25)

t c - {F, + M
b Ft (l- e ‘ s ))

Esta funcidn puede ser tabulada como funcidn de F dado un
valor de M. Asi dado Lo Ft puede obtenerse inmediatamente de
la tabla. Se acompafna una tabla que da valores de la funcidn

para un rango de valores de M y F. (Tabla 4.2)
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También se ticnc gue

\Y E
_ _ t+l/ t+1
rt‘Nt+1/Ct” C,

la cual es también

1 Ve v 1 _ 1 5¢

Eeam Y~ Yega, E

Asi, si se conoce Eti—l' entonces se puede estimar r,. De
esta forma, desde la ecuacidn 4.25 ge puede calcular Ft y pos-

teriormente E Cédlculos similares dan r, _ q+ F, _q+ €tc.

£

J.3.56-6 MEtodo de Pope

Pope (1972) desarrolld una ecuacién aproximada basdndose en
el método de Gulland, mediante la cual relaciona el nimero de so-
lrevivientes al comienzo y al final del ano. Esta ecuacidn puede
derivarse mediante el tratamiento de las capturas anuales como si

hubieran sido obtenidas en forma instantdnea a mitad del ano.

AsS durante un afo t gque comienza en el tiempo t ¥y termina
en t+ 1, la captura total se supone que fue obtenida en su tota-

lidad en el tiempo t+ 1/2 como se muestra en la figura:

t+1

sobrevivientes

!
1
I
1
|
|
|

rf-————---—-————.——-

t+1/2 t+1
ano t
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En la figura N' es el n@imero tebrico de sobrevivientes en
el tiempo t+ 1/2, calculado bajo la suposicibn que no hubiera
habido explotacidn entre los tiempos t y t+1/2

-M/2
t € ;

De esta forma N' = N

Inmediatamente después de haberse obtenido la ca'ptura Ct'

el ntGmero de sobrevivientes es 3
4

L v o
N N Ct
Desde el tiempo t+ 1/2 al tiempo t+ 1 no existe explota-
cibén, de manera que el nfimero de sobrevivientes al tiempo t +1
es

-M/2

N = N" e (4.26)

2

Reemplazando el valor de N" y N' en la ecuacidn 4.26 se
tiene que

2z
Il

; R - M/2
t+1 @' Ct) =

(Nt g BR Ct) = B2

- =M _ - M/2 | 4.27
N, e €. & | ( )

Debido a que los célculos hacia atrds en anélisis de co-
hortes producen estimados ccn menor sesgo, es preferible con
este propdsito presentar a la ecuacidn 4.27 como

N, =N el + ¢, V2 © (4.28)

De esta manera, una vez que se calcule N a partir de

L4 1
la ecuacidn de captura 4. 13, se procede a estimar directamen-

te N, N etc., desde la ecuacidn 4.28.

I
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Habiéndose obtenido el niimero de sobrevivientes (Nt) de un
cohorte al principio de cada ano t, se procede a calcular la

supervivencia St mediante

Yy las tasas instanténeas de mortalidad total (Z) y por pesca me-
diante

B3
Il
I

-

o]

0

Y . F=2 ~-M

La exactitud de los estimados de N, segin la ecuacibn 4.28
es satisfactoria cualquiera vez que la mortalidad natural M sea

igual o menor de 0.3 y F igual o menor que 1.2.

Asi, contando con valores iniciales estimados de M y F, més
un vector de capturas, el método de Pope produce resultados ade-
cuados con un minimo de dificultades de cdlculo, puesto que no

requiere de procesos iterativos.

§.3.7. Métodos basados en el uso de captura por unidad de esfuer-

ZO en ahos sucesivos

Como se ha visto en secciones anteriores la fraccidn de su
pervivencia, S, se estima en base a las abundancias de un cohor-
te en anos sucesivos. Sin embargo, no siempre es posible contar
con niveles estabilizados de esfuerzo, £, que permitan la utili-
zacidn de las estadisticas de captura como un indice de abundan-
cia. En este sentido, captura por unidad de esfuerzo (C/f &
CPUE) es un fndice relativo de abundancia gque referido a cada
.clase anual se ha utilizado en el célculo de S mediante



En un sentido estricto sin embargo los indices relativos de
abundancia (C/f) de las clases anuales en cuestién no dan la
abundancia relativa al inicio de un periodo sino que es propor-
cional a 15 abundancia media de una poblacién durante la esta-
cidn de pesca y dicha abundancia promedio ocurre aproximadamente
cerca del punto medio de la estacibn. Esto se debe a que la
abundancia media en nGmero de individuos de un cohorte (N) en
un periodo cualquiera de tiempo T, esté dado por la integral

t+T t+T
Y ~
-2t -zt
N, e - N e
N=| —F——at = —& at
(e+ o) -« (t+T) - t
- (v
& t
-2t |t+ T
— N, e N, -zt -z (t + T)
N = = e =
(t+7) -t | -2 Z[(t+‘I‘)—t]
t

Asi para t=0 y t+ T=1, de donde T=1
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y para cualquier periodo de tiempo t, la abundancia promedio es-
tard dada por

N, =—*t 1=@ © (4.29)

c, = N, —& 1-e * (4.30)

entonces reemplazando Nt

en la ecuacidn 4.30, da gue

de la ecuacidn 4.29 por su igualdad

Ct = Ft N, (4.31)

pexo

F, = qf , (4:32)

en donde: £ esfuerzo de pesca durante el periodo t.

£

q = coeficiente de capturabilidad, que es igual a la
fraccién del stock capturada por cada unidad de
esfuerzo.

Reemplazando 4.32 en 4.31 resulta que

C, = qft N
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De esta expresién que captura por unidad de esfuerzo

Ct //ft 6 CPUE_ sea un $indice relativo de la abundancia

promedio (N ) de un cohorte, durante el periodo de tiempo T.

Por lo anterior es necesario corregir las capturas por uni-
dad de esfuerzo en anos sucesivos para que &stas generen estima-

dos relativos de N, Yy los cuales pueden ser utilizados

Ne s
en la estimacidén de la supervivencia S. De otra forma esta al-
tima corresponderfa a la supervivencia que ocurrirfa entre los

tiempos correspondientes a N, ¥y th_l g

Bk.7.1 Método de Beverton y Holt

Beverton y Holt (1956 y 1957) desarrollaron un método itera
tivo para estimar q y M basédndose en la captura por unidad
de esfuerzo de una clase anual en afos sucesivos. Estos autores
derivan sus ecuaciones bdsicas a partir de la ecuacién de captu-
‘ra 4.13.

La captura de un cohorte x en el periodo t es

-2\
xCt = Fex Mg (l"e )/zt

Vi F=

i A ¢ % / .
= qf, N Q} - e .,// 2,

(@)
il

= Lg'lp ) - (4.33)
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La captura del mismo cohorte x en el perfodo t+1 es

-2
_ t+ ]
xC+1 “Fera Negr [ 2-e /Zt-i-l (4.34)

Puesto que

t
_ 4.35
e+l - e © ( )

De esta manera si se reemplaza 4.35 en 4.34 se tiene que

-2 -2
- & _ t+1
xXCt+1 = Feag xNe © =8 /Zt+1

De la misma forma gue anteriormente, se despeja desde esta

filtima expresidén el valor de qu queda que

tl’
N Zt xct+ 1 zt-F]
Q. Ny = € (4.36)

m—
t+1
fe 4 (l"e )

Como se tiene que las expresiones 4.33 y 4.36 son una igual-
dad, entonces
G Z C Z

Zt X E+l 12| — B . t

Despejando e . queda gue
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-z
t‘l‘l)_
Zy | xS /xct+1 Ze (1‘e

e ft 41 . 1—e-zt
t+1

m
|

Aplicando logaritmos naturales a la expresibn anterior Yy
haciendo .

se tiene que

-7 )
t +1
xCt /ft 2¢ <1—e

qft+M = 1ln + 1n (4

—Zt
xct+1/ft+1 Zt+1<l—e >

Esta filtima expresidén es una funcién lineal de f
donde la pendiente es q y M el intercepto.

£ en

Sin embargo, para calcular g Yy M se debe resolver 4.37 ite-

rativamente ya que F, se encuentra tanto en el término de la iz-

quierda [Ft= qft}como en el de la derecha (Zt= Ff+M) de dicha

expresidn.

El proceso iterativo comienza con valores iniciales aproxi-

mados de g y M estimados desde la regresidn de

xct / ft

*Ct + l/ft+l

1n

versus ft. Los valores iniciales asf estimados se utilizan para
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calcular valores de 2, ¥ 2, , --fel segundo término de la derecha

de la ecuacién 4.37. Con ello es vosible estimar para varios pe-

riodos de tiempo & .o iy . s% #m Y valores de la variable
dependiente

’ -z o
t+1>
xct/ft 2, (I*e

b4 = 1n 4+ In
t L ” =
aeetd Pesl y : Bl Z¢
! s

Una nueva regresidn de Y_ versus ft generar& nuevos valores

t
de ¢ y M gue se utilizan para calcular nuevos valores de Z y por
lo tanto de Yt' El proceso iterativo continla hasta que los es
timados de g y M convergen hacia valores fijos, &sto es no cam-

bian de valor entre regresiones sucesivas, llegando asi a los va
lores finales de q y M. Desde estos se obtiene un valor final

de Z, mediante v

Zt =t;ft+ M

7.2 Método de Paloheimo

-

Paloheimo (1961) simplificd el procedimiento de Beverton y
Holt haciendo referencia a intervalos de tiempo que incluyen la
mitad de un perfodo y la mitad del siguiente, ello mediante el
promedio de los esfuerzos de pesca de los dos perfiodos consecu-
tivos.
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bp = (a/2) '(ft+ ft:+1) ¥
= q?ft + M
C £ '
La regresién de Z | = - 1n | 2 EH+1 // E¥l versus f

xct // ft ; t

provee de estimados de g y M sin necesidad de un proceso itera-
tivo.

4.3.8 Determinacibn de Z segfin par&metros de crecimiento (K, L),

—————

,gitud 1', entonces el nfimero de individuos capturados, C

longitud de reclutamiento (1°') Yy longitud promedio de las
capturas ( T )

Si se considera que los individucs de una poblacién se re-
clutan a partir de una edad té ;, a cuya edad.corresponde una lon
nr Qu-
rante la fase de explotacibn t (t; £ g w) seré

N, at ' (4.38)

La longitud total de todos los peces capturados ser& por
tanto

F /oy N 1, dt (4.39)

p g
y la longitud promedio serd la longitud total de todos los pe-
ces capturados dividido por el nlimero de &stos mismos segln la
ecuvacidén 4.38, de esta forma
F /o, N
o

F /ey N
p

£ lt dt

T =

t_dt
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Si se sustituye lt segfin la ecuacién de von Bertalanffy,

1, =L, (1 - e_K(t_t°)) y N, por su relacidén ya conocida se

tiene que

4 T . -7t “K(t~ty)} .
[5 Noe % Lmé < Kit t")) dt T, j':, e <l" T ) dat
p

1= - e . (4.40)

[0 No e %t g e e °F &

P p

Integrando primeramente el numerador de la relacidn (4.40) an-
terior, se tiene que:

Ll f:, eth(l - ehK{t_tU)) dt = L f:, e 2t _o7%t Kt = to))4e
' p p

sin-embargo, la multiplicacidn de exponenciales gueda en funcidn
de t como:

e-—-Zt e—K(t—tg) - e-t(Z + K QKtD

reemplazando este nuevo ordenamiento en la integral se tiene que:

5, 1%, oIt _ Kto ~t(Z+K) j]dt
P

iPuesto que se tiene una resta de los términos dentro de la in-
tegral y ésta es equivalente a la resta de las integrales de 1los
términos, entonces gqueda que:

o« -2t Kt =] —+Z + K
L, (It' e ac - e " [, et : dt—l (4.41)
p P
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P Kt
Obsérvese que e ? es una constante y por tanto puede sacarse

de la integral.

. Inteyrando separadamente, se tiene

-Zt -Zt! -
Jo, e tac = | - = (=0 —S P (4.42)
P Z p 7
Y que
o -t{Z + K) ~t!  (Z+K)
eKto Itr e t(Z +K) at = eth . Deiniiulel o = eth e p
I 7 + K D z2 + K

reemplazando estos valores en la ecuacidn 4.41 de m&s arriba, se

tiene

p e
Z . Z + K

-2t Kty -t' (Z + K)
L 2 g P

reagrupando términos de las exponenciales en funcidén de K se

tiene
- Y, o | Wi g
. 2ty Kto -Kt! -2t}
o
| Z Z + K _
[~ _-Zt! ~Zt! _-K(t' - i
N & b e tp . ( 0 to)
1 sz Z + K |

factorizando queda



= 133 =

=ZEt —K(t' = ty)
L e p 1 - Z e p _
Z g Z + K

relacidn que corresponde a la integracién del numerador de la
ecuacidon 4.40.

La integracidn del denominador de la misma ecuacidn 4.40 es
equivalente a la integral en 4.42.

De esta forma la solucibén de la ecuacidn 4.40 queda como

~Zt! -K t'--t
Loe | ze ( o) -
T_ e 7 Z + K F + M -K{t'-ty)
1= Lyjt-——— e (4.43)
-2t F+M +K '
e p :

z

- 5in embargo, desde la funcidén de crecimiento de von Bertalanffy,

la longitud de reclutamiento 1' estd dada por

e n, @ - eK(E -t

=]

de donde despejando gqueda que

-K(t' - ta} s

L -1
e P = ———

L

oo

¥ que reemplazando esta relacidn por el filtimo término de la
ecuacidn 4.43 gueda que '

ad |
il

=

Y
i
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arreglando los términos en la ecuacidn anterior

(F + M+ KL, -(F N M) (L, -1')

[}
i

(F+M+K) L

simplificando L

Lo (F+ M).+ Lo K- 1L

_ w (F + M) + 1'(F + M)
I = .
F+M+ K
- T B + LYF £ M)
l =
F+M+K
1 (F+M +1K=L_K+1'(F+ M)

(F+ M) - 1'"(F+M) =L K-1EK

[++]

[ |

(F+M) (I ~-1') =K (L, - 1) \

K(L_, - 1)

It

(F + M) —
3 = 17

De esta forma la tasa instant&nea de mortalidad total
Z = (F + M) puede estimarse a partir de conocimientos del cre-
cimiento de la especie (K, Lm}, la longitud a la cual los indi-
viduos entran a la fase es explotacidn y la longitud promedio

en las capturas.

Este método genera estimados, en ocasiones bastante acerta-
dos, de la mortalidad total, cuando no se cuenta con informacidn
sobre edades como es en general el caso de las especies tropica-

les.



